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VI Vorwart 

VergleichuDg und EontrollieruDg näherer Einzelheiten am Schluß 
des Buches zusammengestellt. 

Es liegt mir aber daran ^ auch an dieser Stelle noch be- 
sonders hervorzuheben^ was sich im letzten Paragraphen des 
Buches näher ausgeführt findet, daß die hier entwickelte Theorie 
keineswegs den Anspruch erhebt, ab vollkommen abgeschlossen 
zu gelten, wenn sie auch, wie ich glaube, einen gangbaren Weg 
eröffnet, um die Vorgänge der Energiestrahlung von dem näm- 
lichen Gesichtspunkt aus zu überblicken wie die der Molekular- 
bewegungen. 

München, Ostern 1906. 
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Erster Abschnitt 

Grrundtatsachen und Definitionen. 



Eretes Kapitel. Aiigemelnes. 

§ 1, Wärme kann sich in einem ruhenden Medium auf 
zwei gänzlich verschiedene Arten fortpflanzen: durch Leitung 
und durch Strahlung. Die Wärmeleitung ist bedingt durch 
die Temperatur des Mediums, in welchem sie stattfindet, speziell 
durch die Ungleichmäßigkeit der räumlichen Temperaturrerteilung, 
welche gemessen wird durch die Größe des Temperaturgefälles 
oder Temperaturgradienten. In Gebieten, wo die Temperatur 
des Mediums sich nicht mit dem Orte ändert, verschwindet jede 
Spur von Wärmeleitung. 

. Die Wärmestrahlung dagegen ist an sich gänzlich un- 
abhängig von der Temperatur des Mediums, durch welches sie 
hindurchgeht So kann man durch eine Sammelliuse von Eis 
hindurch, die sich auf der konstanten Temperatur von 0^ C. 
befindet, Sonnenstrahlen in einen Brennpunkt konzentrieren und 
zur Entzündung eines leicht brennbaren Körpers benutzen. Im 
allgemeinen ist die Wärmestrahlung ein viel komplizierterer Vor- 
gang als die Wärmeleitung, weil der Strahlungszustand in einem 
bestimmten Augenblicke an einer bestimmten Stelle des Mediums 
sich nicht, wie der Wärmeleitungsstrom, durch einen einzigen 
Vektor, d. h. durch eine einzige gerichtete Größe, charakterisieren 
läßt Vielmehr sind die Wärmestrahlen, welche in einem be« 
stimmten Augenblicke das Medium an einem bestimmten Punkte 
durchkreuzen, von vornherein gänzlich unabhängig voneinander, 
und man darf den Strahlungszustand nicht eher als vollkommen 
bekannt ansehen, als bis die Intensität der Strahlung nach jeder 
einzelnen der unendlich vielen von einem Punkte ausgehenden 

Flaxok, WftrmeBtmhlang. 1 
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Bichtongen des Rautaes gegeben ist Dabei zählen 2wei gerade 

entgegengesetzte Hichtungen doppelt, weil die Strahlung nach 
der einen Seite ganz nnabh^lngig ist tod der nach der entgegen- 
gesetzten Seite. 

§ 2, Ohne Torläufig auf eine speziellere Theorie der Wärme- 
strahlung ein zu gehen j werden wir stets yon dem dnich die 
mannigfaltigsten Erfahrungen bewährten Satze Gebrauch machen, 
daß die Wärmestrahlen , rein physikalisch betrachtet, nichts 
anderes sind als Lichtstrahlen ?on entsprechender Wellenlänge^ 
und werden die Bezeichnung ,f Wärme Strahlung" ganz allgemein 
für alle diejenigen physikalischen Vorgänge gebrauchen, welche 
zur Klasse der Lichtstrahlen gehören. Jeder Lichtstrahl ist 
demnach zugleich auch ein Wännestrahl. Auch werden wir 
gelegentlich zur Abkürzung von der ,, Farbe** eines Wärmestrahls 
sprechen^ um seine Wellenlänge oder seine Schwiugungsdauer 
zu kennzeichnen. Daher wenden wir auch alle aus der Optik 
bekannten Erfahrungssätze auf die W^ärmestrahlung an, Tor 
allem die der Fortpflanzung, der Spiegelung (Reflexion) nnd 
der Brechung (Eefraktion). Nur die Erscheinungen der Beugung 
{DiflraktioD), wenigstens soweit sie sich in Gebieten von größereu 
Dimensionen abspielen, wollen wir wegen ihres komplizierteren 
Charakters nicht berücksichtigen, nnd sind daher genötigt, von 
vornherein eine besondere Einschränkung hinsichtlich der von 
uns zu betrachtenden Eäume zu mächen. Es soll nämlich im 
folgenden überall die Voraussetzung gelten, daß die linearen 
Dimensionen aller betrachteten Bäume und auch die Krümmungs- 
radien aUer betrachteten Oberflächen groß sind gegen die 
Wellenlängen der betrachteten Strahlen, Dann können wir 
ohne merklichen Fehler vou den Einflüssen der durch die Form 
der Grenztlächen bedingten Beugung ganz absehen und können 
überall die gewöhnlichen Gesetze der optischen Reflexion und 
Brechung zur Anwendung bringen. Hiermit fuhren wir also 
ein für allemal eine strenge Scheidung ein zwischen zwei Arten 
von Längen, die ganz getrennten Größenordnungen angehören; 
Körperdimeneionen nnd W^ellenlängen. Auch die Differentiale 
derliörperdimenaionen: Langen-, Flächen- und Volumenelemente, 
nehmen wir immer noch groß an gegen die entsprechenden 
Potenzen der Wellenlängen, Je laugwelligere Strahlen wir 
berücksichtigen wollen, um so größere Räume müssen wir daher 
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betrachten. Da wir aber in der Wahl unserer Räume im 
übrigeu gar nicht beschränkt sind, so wird uns aus dieaer Fegt- 
setzuög keine weitere Schwierigkeit erwachsen. 

§ 3. Wesenthcher noch als die Unterscheidung zwischen 
großen und kleinen Längen ist für die gesamte Theorie der 
WfirmestrahJung die Unterscheidung zwischen großen und kleinen 
Zeiten, Denn es liegt schon in der Definition der Intensität 
eines Wärmest rahles als derjenigen Energie, welche von dem 
Strahle in der Zeiteinheit geliefert wird, die Voraussetzung mit 
enthalten, daß die gewählte Zeiteinheit groß ist gegenüber der 
Zeitdauer einer Schwingung, wie sie der Farbe des Strahles 
entspricht. Sonst würde nämlich oÖenbar der Betrag der 
Strahlungsintensität im allgemeinen davon abhüngig sein, bei 
welcher Phase der Schwingung die Messung der vom Strahl 
gelieterten Energie begonnen wird. Nur wenn die Zeiteinheit 
zufällig gerade eine gan^e Anzahl Schwingungen umfassen würde, 
wäre die Intensität eines Strahles von konstanter Periode und 
konstanter Amplitude unabhängig von der anfänglichen Phase. 
Um dieser Dnzuträglichkeit zu entgehen, sind wir genötigt ganz 
allgemein festicuseticen, daß die Zeiteinheit, oder besser gesagt; 
daß die Zeit, welche der Definition einer Strahlungsintensität 
zugrunde gelegt wirdj mag sie auch als Differential auftreten, 
groß ist gegen die Schwingungszeit jeder der Farben, die in 
dem Strahle enthalten sind. 

Diese Festsetzung führt zu einer wichtigen Folgerung fär 
Strahlungen von Tpränderlicher Intensität Wenn wir z, B* bei 
periodisch schwankenden Strahlungsintensitäten wie in der Akustik 
von „Schwebungen*' der Intensimt sprechen, so muß selbst- 
verständlich die zur Definition der augenblicklichen Strahlungs- 
intensität benötigte Zeit klein sein gegen die Periode einer 
Schwebung, Da sie nun aber nach dem vorigen groß sein muß 
gegen die Zeitdauer einer Schwingung, so folgt daraus, daß die 
Zeitperiode einer Schwebung immer groß ist gegen die Zeit- 
periode einer Schwingung* Wäre diese Bedingung nicht erfällt, 
so könnte man Schwingungen und Schwebungen gar nicht streng 
auseinanderhalten. Ebenso müssen im allgemeinen Fall, bei 
beliebig veränderlicher Strahlungsintenaität, die Schwingungen 
immer sehr schnell erfolgen gegen die Intensitätsändemngen. 
£a versteht sich^ daß in diesen Festsetzungen eine gewisse, und 
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zwar eine sehr wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit der 
zu betrachtenden Strahlungsvorgänge gelegen ist 

Eine ganz ähnliche und ebenso wesentliche Beschränkung 
der Allgemeinheit macht man übrigens, wie gleich hier bemerkt 
sein möge, in der kinetischen Gastheorie, wenn man die in 
einem chemisch ein&chen Gase stattfindenden Bewegungen ein- 
teilt in sichtbare, grobe, molare, und in unsichtbare, feine, 
molekulare. Denn da die Geschwindigkeit einer einzelnen Molekel 
eine durchaus einheitliche Größe ist, so kann diese Einteilung 
nur unter der Voraussetzung durchgeftihrt werden, daß die 
Geschwindigkeitskomponenten der in hinreichend kleinen Volumina 
enthaltenen Molekeln gewisse, von der Größe der Volumina 
unabhängige Mittelwerthe besitzen, was im allgemeinen keines- 
wegs der Fall zu sein braucht Wenn ein derartiger Mittelwert, 
einschließlich des Wertes Null, nicht existiert, so kann man 
gar nicht zwischen der sichtbaren und der Wärmebewegung des 
Gases unterscheiden. 

Wenn wir uns nun der Frage zuwenden, nach welchen 
Gesetzen sich die Strahlungsvorgänge in irgend einem Körper« 
System, das ¥rir stets als ruhend annehmen wollen, abspielen, 
80 können wir das Problem von zwei verschiedenen Seiten an- 
greifen : wir können nämlich entweder eine bestimmte Stelle im 
Baume ins Auge fassen und nach den verschiedenen Strahlen 
fragen, welche im Laufe der Zeit diese Stelle durchkreuzen, 
oder wir können einen bestimmten Strahl ins Auge fassen und 
nach seiner Geschichte fragen, d. h. nach seiner Entstehung, 
seiner Fortpflanzung und seiner Vernichtung. Für die folgende 
Darstellung wird es bequemer sein, die letztere Behandlungsart 
voranzustellen und zunächst der Eeihe nach die drei genannten 
Vorgänge einzeln zu betrachten. 

§ 4. Emisiion. Der Akt der Entstehung eines Wärme- 
strahles wird allgemein als „Emission'' bezeichnet. Nach dem 
Prinzip der Erhaltung der Energie erfolgt die Emission stets 
auf Kosten von anderweitiger Ekiergie (Körperwärme, chemische 
Energie, elektrische Energie) und daraus geht hervor, daß nur 
substanzielle Partikel Wärmestrahlen emittieren können, nicht 
aber geometrische Bäume oder Flächen. Man spricht zwar 
häufig in abkürzendem Sinne davon, daß die Oberfläche eines 
Körpers Wärme nach außen strahlt, aber diese Ausdrucksweise 



AUg&meiinBS 



hat nicht den Binn^ daß die Oberfläche Wärmestrahlen emittiert 
Die Oberfläche eines Körpers emittiert niemals ins eigentlichen 
Sinne, sondern sie läßt die Strahlen, welche aus dem Innern 
de^ Kdrpers kommend die Oberßäche treS'en, teils nach außen 
hindurch, teils reHektiert sie dieselben in das Innere zurück^ 
und je nachdem der hindurchgehende Bruchteil größer oder 

kJcleiner ist, scheint die Oberfläche stärker oder schwächer aue- 

rzustrahlen. 

Betrachten wir nnn das Innere einer emittierenden pbyei- 

tkaliach homogenen Substanss und greifen dort irgend ein nicht 

rzu kleines Volumenelement toö der Größe dz heraus. Dann 
wird die von allen in dem Volumenelement befindlichen Partikeln 
zusammengenommen in der Zeiteinheit durch Sti^ahlung emittierte 
Energie proportional dr sein» Wollten wir verauchen, näher 
auf die Änaljse des Torgangs der Emission einzugehen und ihn 
in seine elementaren Bestandteile zu zerlegen, so würden wir 
jedenfalls sehr komplizierte Verhältnisse antrefien. Denn es 
wird sich hierbei um die Betrachtung von Bäumen handeln, 
deren Dimensionen so klein sind^ daß man die Substanz nicht 
mehr als homogen betrachten kann, sondern auf ihre atomistische 
Konstitution Kücksicht nehmen muß. Deshalb ist die endhche 
(rröße, welche man erhält ^ wenn man die von dem Volumen- 

[€lement dt emittierte Strahlung durch dt dividiert, nur als ein 

Igewisser Mittelwert anzusehen. Wir werden aber trotzdem für 
gewöhnlich, was für die Rechnung viel bequemer ist, den Vor- 
gang der Emission so behandeln können, als ob alle Punkte 

'des Volumenelementes dt sich gleichmäßig an der Emission 
beteiligten, so daß jeder Punkt innerhalb dr die Spitze eines 
nach allen Bichtungen ausgehenden Btindels von Strahlen bildet 
En solches elementares Punktbündel repräsentiert natilrUch 
keine endliche Energiemenge; denn eine solche wird immer nur 
Ton den Punkten eines endlichen Volumens emittiert 

Wir wollen ferner die Substanz als isotrop annehmen. Dann 
wird die Strahlung von dem Volumenelement dr nach allen 
Eichtnngen des Raumes gleichmäßig emittiert, d* b. die von 
einem Punkte des Elements innerhalb eines beliebigen Eegela 
emittierte Strahlung ist proportional der Öffnung des Kegels, 
wie sie gemessen wird durch die Größe der Fläche, weiche der 
Kegel aus der mit dem Radius 1 um seine Spitze als Mittel- 



ptmkt baiiclLriebeneQ Xngelfläcbe ansachneidet Das gilt filr 
beliebig groBe Kegelöi^nnDgen. Nimmt man die Öffnung des 
Kegels unendUcb klein, von der Größe dil, so kann man von 
der ,^iB einer bestimmten Richtung'^ emittierten Strahl aog 
aprecbeni docb immer nur in dem Sinne, daß zur Kmiasion 
einer endlichen Gnergiemenge eine unendliche Anzahl von Bidi* 
tungen gehören, die eine endliche Kegelöffnung miteinander bildeu. 

§ 5* Die emittierte Strahlung wird eine gewisse, von vorn- 
herein ganz beliebige spektrale Energieverteilnng besitzen, d. b. 
die verschiedenen Farben werden in ihr mit ganz verscMedener 
Intensität vertreten sein. Zur Bezeichnung der Farbe eines 
StrahleB bedient man sich in der Experimentalphysik gewöhn- 
lich der Angabe der Wellenlänge X, weil dieselbe am direktesten 
gemessen wird. Für die theoretische Behandlung ist es aber 
meist bequemer, statt dessen die Anzahl der Schwingungen in 
der Zeiteinheit p zu benutzen; denn für die Farbe eines be- 
stimmten Licht- oder Wärmestrahls ist weniger seine Wellen- 
länge, welche sich beim Übergang des Strahles in ein anderes 
Medium ändert, als vielmehr seine Schwingung&zahl cbarakte- 
ristisch, welcbe dem Strahl in allen Medien , wenigstens soweit 
sie ruhen, ungeändert. erbalten bleibt. Wir bezeichnen also 
künftig eine bestimmte Farbe durch den entsprechenden Wert 
?on 1^, and ein bestimmtes Farbenintervall durch die Grenzen 
des Intervalls v und v ', wobei if' > v sein möge. Die anf ein 
bestimmtes Farben Intervall entfaUeude StrabluDg, dividiert, durch 
die Größe des Intervalls v'— v^ nennen wü* die mittlere Strah- 
lung innerhalb des Farbenintervalls von v bis v\ Nehmen wir, 
bei festgehaltenem y, die Differenz y'— v hinreichend klein, 
gleich dp, so wollen wir annehmen^ daß sich der Betrag der 
mittleren Strahlung einem bestimmten, von der Größe des Inter- 
valls dl? unabhängigen Grenzwert nähert, den wir kurz als die 
fjStrablung von der Schwingungsssahl i'** bezeichnen. Zu einer 
endlichen Strahlung gehört dann offenbar immer ein endUches, 
wenn auch unter Umständen sehr kleines, Intervall von Schwin- 
gungszahlen. 

Endlich haben wir noch auf den Polarisationszuatand der 
emittierten Strahlung Eücksicht zu nehmen. Da wir das Medium 
als isotrop vorausgesetzt haben ^ so folgt, daß alle emittierten 
Strahlen unpolarisiert sind und daß daher jeder Strahl die 



doppelte Intensität besitzt wie eine seiner geradlinig polarisierten 
Komponenten, die man z. B, erhälti wenn man den Strahl durch 
ein NicoLsches Prisma hiudurchschickt. 

§ 6. Alles Bisherige zusammen gefaßt können wir die ge^ 
samie in der Zeit dt vom Votumenelement dt in der Bichtung 
des llHementarkegels d£l im Schwingungsinter^all von v bis 
V -^ dp emittierte Energie gleich setzen : 

di'dT'dn'd^^2ny, (1) 

Die endliche Größe e^ nennen wir den »^missionskoefliEienten'^ 
des Mediums für die Schwmgungszahl i^ Er ist eine gewisse 
positive Funktion tqü p und entspricht einem geradlinig polari- 
sierten Strahl von bestimmter Farbe xmd bestimmter Richtung. 
Für die gesamte Emission das Volamenelements dr erhält man 
hieraus durch Integration über alle Eichtungen und über alle 
Schwingungszahlen, da e^ von der Eichtung unabhängig ist und da 
das Integral über alle KegelöflEnungen dQ den Wert 4n besitzt; 



dt - dr * Sniärdif. 



(2) 



§ 7, Der Emissionskoeftizient a hängt außer ?on der 
Schwingungszahl v noch von dem Zustand der in dem Yolumen- 
element dr enthaltenen emittierenden Substanz ab, und zwar 
im allgemeinen in sehr verwickelter Weise, je nach den physi- 
kalisch'Chemiachen Vorgängen, welche sich in dem betreffenden 
Zeitelement in dem Räume abspielen. Doch gilt ganz allgemein 
der Erfahrungssat^, daß die Emission eines Eörperelements nur 
abhängt von den Vorgängen innerhalb des Körperelements. 
[fTheorie von Pebvost*) Ein Körper A von 100" C, emittiert 
gegen einen ihm gegenüber befindlichen Körper B von 0** C» 
genau dieselbe Wärmestrahlung, wie gegen einen gleichgroßen 
und gleichgelegenen Körper B' Ton 1000^ C, und wenn der 
Körper A von dem Körper B abgekühlt, ?on dem Körper B' 
aber erwärmt wird^ so ist dies nur eine Folge des um Standes^ 
daß B schwächer, B' aber stärker emittiert als A, 

Wir wollen nun weiter für das Folgende überall die ver- 
einfachende Annahme einführen, daß die chemische Natur der 
emittierenden Substanz unveränderlich ist, und daß ihr phTsi- 
kaliecher Zustand nur von einer einzigen Variabein abhängt: der 
absoluten Temperatur T. Dann ergibt sich nut Notwendigkeit, 



B 
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daB auch der EmiBsionskoeffizient € außer von der Scbwliiguog&- 
2aM «^ QBd Ton der chemischeQ Natur des Mediums allelD tou 
der Temperatur T abhängig ist Damit sind eine Reihe von 
StrahlüDgsrorgätigea, die als FluoresseB^, ah Phosphoreszenz, 
als alektriaches oder chemißches Leuchten hezeiclmet werden , 
und die von E, Wibjjemann unter dem Namen ,,Lumioe@zenz- 
ph^omene^' zusammengefaßt worden aind^ von der Betrachtung 
ausgeschlossen. Wir hahen es hier vielmehr nur mit reiner 
ijTemperaturstrahlung*' zu tun. Nach dem Prinzip der Erhaltung 
der Energie erfolgt bei der Temperaturstraldung die Emission 
vollständig auf Kosten der Körj^erwärme und bedingt daher, 
wenn nicht anderweitig Energie zugeführt wird, eine Temperatur- 
emiedrigung der emittierenden Substanz, welche durch den Be- 
trag der emittierten Energie ^ sowie durch die Wärmekapazität 
der Substanz bestimmt ist 

§ 8* Fortpflanzung. Die Fortpflanzung der emittierten 
Strahlung im Innern des als homogen, isotrop und ruhend an- 
genommenen Mediums erfolgt^ da wir von Beugungserscheinungen 
ganz absehen (§ 2)^ geradlinig und nach allen Richtungen mit der 
Bämlichen Gre seh windigkeit; doch erleidet dabei im allgemeinen 
jeder Strahl während seiner Fortpflanzung eine Schwäc!iuug 
dadurch, daß beständig ein gewisser Teil seiner Energie aus 
seiner Richtung abgelenkt und nach allen Richtungen des l^umes 
zerstreut wird. Dieser Vorgang der „Zerstreuung^', der also 
weder Erzeugung noch Vernichtung, sondern nur eine geänderte 
Verteilung der strahlenden Energie bedeutet, findet prinzipiell 
genommen in allen Medien statt, die sich vom absoluten Vakuum 
unterscheiden, auch in chemisch vollkommen reinen Substanzen/ 
und wird durch den Umstand bedingt, daü die Substanz eines 
Mediums nicht im absoluten Sinne homogen ist, sondern in den 
kleinsten Räumen Unstetigkeiten besitzt, die durch ihre ato- 
mistiBche Struktur bedingt werden. Fremde eingelagerte kleine 
Partikel, wie Staubteilchen, befördern den Einfluß der Zer- 
streuung, ohne jedoch ihren Charakter im wesentlichen zu ändern. 
Denn auch solche ^ mit fremden Bestandteilen durchsetzten, so- 
genannten „trüben" Medien, können sehr wohl als optisch homogen 



* VgL t. B. LoBmv de Brutn and L. K. Wolft, Rec, de« Trav. Chim» 
dea Püfi'Baa 23, p. 15&, 1004. 
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betracbtet werden,^ falls nor die LmeardimeDsioBen der fremden 
Partikel, sowie die Abstäriide benachbarter Partikel^ hinreichend 
klein sind gegen die Wellenlängen der betrachteten Strahlen. 
In optischer Beziehung besteht also zwischen chemisch reinen 
Substanzen und trüben Medien von der genannten Beschaffen- 
heit kein prinzipieller ünterBchied* Optisch leer in absolutem 
Sinne ist nur das reine Vakuum. Daher kann man auch jede 
chemisch homogene Substanz als ein durch eingelagerte Moleküle 
getrübtes Vakuum bezeichnen. 

Ein typisches Beispiel flir das Phänomen der Zerstreuung 
bietet das Verhalten des Sonnenlichts in der Atmosphäre* Wenn 
bei heiterem Himmel die Sooue im Zenit steht, erreicht nur 
etwa ^/g der direkten Sonnenstrahlung die Erdoberfläche; der 
Rest wird in der Atmosphäre aufgehalten, und zwar zum Teil 
absorbiert und in Luft wärme verwandelt, zum Teil aber zer- 
streut und in diffuses Himmelslicht verwandelt Ob und inwie- 
weit hierbei nur die Luftmoleküle selber oder auch die in der 
Atmosphäre suspendierten Partikel eine Rolle spielen, ist noch 
nicht mit ToUer Sicherheit entschieden. 

Auf welchen physikalischen Vorgängen der Akt der Zer* 
Streuung beruht: ob auf Reflexion, Beugung, Resonanz \*irkung 
an den Molekülen oder Partikeln, können wir hier gan?^ dahin- 
gestellt sein lassen. Wir bringen nur zum Ausdruck, daß ein 
jeder im Innern eines Mediums fortschreitender Strahl auf der 
sehr kleinen Strecke s seiner Bahn durch Zerstreuung um den 
Bruchteil 

/*.-» (8) 

seiner Intensität geschwächt wird, und nennen die positive, Yon 
der Strahlungsintensität unabhängige Größe ßy den „Zerstreuungs- 
koeflizienten** des Mediums. Da das Medium als isotrop an- 
genommen ist, so ist ß,, auch unabhängig von der Richtung und 
von der Polarisation des Strahles; dagegen hängt ßy außer von 
der physikalischen und chemischen Beschaffenheit des Mediums 
in heträchtlichem Maße von der Schwingungszahl ab, wie schon 
durch den Index p angedeutet ist Für gewisse Werte von v 
kann ß^ so große Beträge annehmen, daß von einer geradlinigen 



^ Wollte man das Wort „homogen'* nur in absolutem Siaiie ge- 
braueben, so dürfte man m auf keine einzige ponderable Substanz anwenden. 
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Fortpflanzung der Strahlung gar nicht mehr die Rede ist. Für 
andere Werte von v kann ß wieder so klein werden, dafi die 
Zerstreuung gänzlich vernachlässigt werden kann. Wir werden 
der Allgemeinheit halber ß als mittelgroß annehmen. In den 
wichtigsten Fällen nimmt ß mit wachsendem v zu, und zwar 
ziemlich stark, d. h. die Zerstreuung ist fftr Strahlen von kürzerer 
Wellenlänge beträchtlich größer. ^ Daher auch die blaue Farbe 
des diffusen Himmelslichts. 

Die zerstreute Strahlungsenergie pflanzt sich von der Zer- 
streuungsstelle ebenso wie die emittierte Strahlung von der 
Emissionsstelle nach allen Seiten des Baumes, vorwärts, seit- 
wärts und rückwärts, fort, doch nicht nach allen Richtungen mit 
gleicher Intensität Auch ist sie nicht unpolarisiert^ sondern es 
zeigen sich gewisse Vorzugsrichtungen, wobei natürlich die Rich- 
tung des ursprünglichen Strahles eine Rolle spielt. Doch 
brauchen wir diese Fragen hier nicht weiter zu verfolgen. 

§ 9. Während das Phänomen der Zerstreuung eine stetig 
wirkende Modifikation der fortschreitenden Strahlung im Innern 
des Mediums bedeutet, tritt eine plötzliche Änderung sowohl 
der Intensität als auch der Richtung eines Strahles ein, wenn 
er an die Grenze des Mediums gelangt und dort auf die Ober- 
fläche eines anderen Mediums trifft, dessen Substanz wir eben- 
falls als homogen und isotrop voraussetzen wollen. In diesem 
Stalle wird im allgemeinen ein merklicher Teil des Strahles re- 
flektiert, der andere Teil durchgelassen. Reflexion und Brechung 
erfolgen entweder „regulär^', indem ein einziger reflektierter und 
ein einziger gebrochener Strahl auftritt, gemäß dem einfachen 
Reflexionsgesetz und dem Sneluus sehen Brechungsgesetz, oder 
sie erfolgen „diffus^ indem die Strahlung von der Oberfläche 
sich nach verschiedenen Richtungen mit verschiedener Intensität 
in beide Medien hinein ausbreitet. Im ersten Falle nennen wir 
die Oberfläche des zweiten Mediums „glatt^ im zweiten Falle 
,,rauh<^ Von der diffusen Reflexion, die an einer rauhen Fläche 
eintritt, wohl zu unterscheiden ist die Reflexion eines Strahles an 
der glatten Oberfläche eines trüben Mediums. In beiden Fällen 
gelangt ein Teil des einfallenden Strahles als diffuse Strahlung 
in das erste Medium zurück. Aber im ersten Falle findet die 

1 Lord Raylbiqh, Phil. Mag. 47, p. 879, 1899. 
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ZeretreuuDg an der OberHäehe Btait, im zweiten dagegen aus- 
schließlich im Innern des zweiten Mediums, in mehr oder weniger 
tiefen Schichten desselben. 

§ 10i Wenn eine glatte Fläche alle auf sie fallenden 
Strahlen vollständig reflektiert, wie das z. B* viele Metallober- 
flächen mit großer Annälierung tun, ao nennen wir sie „spiegelnd". 
Wenn aber eine rauhe Fläche alle auf sie fallenden Strahlen 
vollständig und nach allen Kicbtnngen gleichmäßig reflektiert, 
80 nennen wir sie „weifr*. Der entgegengesetzte Grenrfall daß 
die Oberfläche eines Mediums alle auf sie fallenden Strahlen 
vollständig hindurchläßt 1 kommt bei glatten Flächen nicht vor, 
falls die beiden aneinander grenzenden Medien überhaupt optisch 
verBchieden sind. Kine rauhe Fläche, welche die Eigenschaft 
besitzt, alle auffalieiiden Strahlen durchzulassen, keinen zu 
reflektieren, nennen wir „achwai*z". 

Außer Ton schwarzen Flächen sprechen wir auch von 
schwar2en Körpern, und nennen im Anschluß an G. KracH- 
HOFF^ einen Körper schwarz, wenn er die Eigenschaft besitzt, 
alle auf seine Oberfläche fallenden Strahlen ohne jede Reflexion 
in sich aufzunehmen und keinen derselben wieder herauszulassen. 
Damit ein Körper schwarz ist, müssen mithin drei verschiedene, 
Toneiuander ganz unabhängige Bedingungen erfüllt sein. Erstens 
muß der Körper eine schwarze Oberfläche besitiseni damit alle 
auffallenden Strahlen ohne Reflexion eindringen. Da die Eigen* 
sehalten einer OberLiäche im allgemeinen durch beide an sie 
grenzenden Substanzen beeinflußt werden, &o zeigt diese Be- 
dingung, daß die Eigenschaft eines Körpers, schwarz zu sein, 
nicht nur von seiner eigenen Natur abhängt, sondern auch von 
der Natur des angrenzenden Mediums. Ein Körper, welcher 
gegen Luft schwarz ist, braucht es gegen Glas nicht zu sein, 
und umgekehrt. Zweitens muß der schwarze Körper mindestens 
eine gewisse, je nach dem Grade seiner Absorptionsfähigkeit 
verschieden zu wählende Dicke besitzen, damit die von ihm 
aufgenommenen Strahlen nicht an irgend einer anderen Stelle 



* G. Hjechhoff, Poöo. Ano. lOÖ, p. 21b , 1860. Gesammelte Ab- 
hfindltuigGii , J.A.Barth, Leipzig 1Ö82, p- &73. Kirchkoj-f setzt bei der 
Definition eines ßcliwarEeo Kdrpera auch voteuBt daß die AbBorption der 
auffallenden Strahlen innerhalb einer Schiebt von „unendlich kleiner Dicke" 
erfolgt, waa wir hier nicht tun. 
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der Oberfläche wieder austreten können. Je kräftiger der Körper 
absorbiert, um so geringer darf seine Dicke sein; Körper mit 
verschwindend kleinem Absorptionsvermögen müssen dagegen un- 
endlich dick angenommen werden, damit sie als schwarz gelten 
können. Endlich drittens muß der schwarze Körper einen 
verschwindend kleinen ZerstreuungskoefQzienten (§ 8) besitzen. 
Denn sonst würden die von ihm aufgenommenen Strahlen in 
seinem Innern teilweise zerstreut werden und wieder durch die 
Oberfläche hinausgelangen. ^ 

§ 11. Alle in den beiden vorigen Paragraphen genannten 
ünterseheidungen und Definitionen beziehen sich zunächst immer 
nur auf Strahlen einer bestimmten Farbe. Ejine Fläche z. B., 
die für eine gewisse Strahlengattung rauh ist, kann für eine 
andere Strahlengattung als glatt betrachtet werden. Im all- 
gemeinen verliert eine Fläche für Strahlen von wachsender 
Wellenlänge immer mehr von ihrer Rauhigkeit, wie leicht zu 
verstehen. Da nun glatte nichtreflektierende Flächen nicht 
existieren (§ 10), so zeigen alle herstellbaren nahezu schwarzen 
Flächen (Lampenruß, Platinmoor) für Strahlen hinreichend großer 
Wellenlänge merkliche Reflexion. 

§ 13. Absorption. Die Vernichtung eines Wärmestrahles 
erfolgt durch den Akt der „Absorption". Nach dem Prinzip 
der Erhaltung der Energie wird dabei die Energie der Wärme- 
strahlung in anderweitige Energie (Körperwärme, chemische 
Energie) verwandelt, und daraus folgt, daß nur substanzielle 
Partikel Wärmestrahlen absorbieren können, nicht aber Flächen- 
elemente, wenn man auch manchmal der Kürze halber von 
absorbierenden Oberflächen spricht Da wir uns schon oben 
(§ 7) ausdrücklich auf solche Substanzen beschränkt haben, deren 
Zustand nur von der Temperatur abhängt, so kommt die 
absorbierte Strahlungsenergie hier lediglich der Körperwärme 
zugute, dient also zur Temperaturerhöhung der Substanz, ent- 
sprechend ihrer spezifischen Wärme und ihrer Dichtigkeit 

Der Vorgang der Absorption äußert sich darin, daß jeder 
in dem betrachteten Medium fortschreitende Wärmestrahl auf 



^ Vgl. hierüber namentlich A. Sohubtsb, ÄBtrophysical Journal, 
21, p. 1, 1905, welcher besonders darauf hingewiesen hat, daß eine un- 
endlich dicke Gasschicht mit schwarzer Oberflftche noch keineswegs . ein 
schwarzer Körper zu sein braucht. 
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einer gewissen Strecke seiner Bahn um einen gewissen Bnichteil 
seiner Intensität geschwächt wird, und zwar ist fiir eine hin- 
reichend kleine Strecke s dieser Bruchteil proportional der Länge 
der Strecke; wir setzen ihn also gleich: 

^r*s (4) 

und nennen a^ den „Absorptionskoeffissienten** des Mediums fllr 
einen Strahl von der Schwingungszahl v. Von der Intensität 
der Strahlung setzen wir den Absorptionskoeffizienten als un- 
abhängig YOraus; dagegen wird a^ im allgem einen, für inhomogene 
und anisotrope Medien, vom Orte, von der Richtung und außer- 
dem auch von der Art der Polarisation des Strahles abhängen 
so z, B* beim Thurmalin). Da wir aber hier nur homogene und 
isotrope Substanzen betrachten, m dürfen wir ix^ für alle Stellen 
des Mediums und ftir alle Richtungen gleich groB und nur von 
* der Schwingungszahl p, von der Temperatur T und von der 
ehern ischen Beschaffenheit des Mediums abhängig annehm en. 

Wenn c?^ nur flir einen beschränkten Spektralbezirk von 
Null verschieden ist, so besitzt das Medium „auBwahlende'' 
(selektive) Absorption. Für diejenigen Farben, für welche a^ — 0^ 
und auch der Zerstreuungskoeftizient ßy = Of ist das Medium 
„vollkommen durchsichtig*^ oder „diatherman'^ Die Eigenschaften 
der selektiven Absorption und der Diathermansie können sich 
'aber für ein bestimmtes Medium mit der Temperatur stark 
ändern. Im allgemeinen nehmen wir a, als von mittlerer Größe 
an, worin enthatten ist^ daß die Absorption längs einer einzigen 
Wellenlänge sehr schwach ist Denn die Strecke s enthält, ob- 
wohl klein, immer noch viele Wellenlängen (§ 2). 

§ 13, Die im vorhergehenden in bezug auf die Emission, 
die FortpMan2ung und die Absorption eines Wärmestrahles 
angestelltau Überlegungen genügen , um, falls die nötigen 
Konstanten bekannt sind, bei gegebenen Anfangs- und Grenz- 
bedingnngen den gesamten zeitlichen Verlauf eines Strahlungs- 
vorgangs, einschließlich der durch ihn bewirkten Temperatur- 
ändeningen, in einem oder mehreren aneinander grenzenden 
Medien der betrachteten Art mathematisch zu verfolgen, — eine 
allerdings meist sehr verwickelte Aufgabe. Wir wollen aher^ 
ehe wir zur Behandlung spezieller Fälle übergehen, die all- 
gemeinen Strahlungsvorgänge zunächst noch von einer anderen 
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§ 16, Betrachten wir nun für den allgomeinen Fall das 
Strablenbündelj welches von einem Punkte des Flächenelementes dff 
als Spitze nach allen Richtungen des Raumes^ zu beiden Seiten 
von da^ sich fortpflauxt. Die einer gewissen^ durch den schon 
oben benutzten Winkel S (zwischen und n) nnd durch das 
Azimut^ (zwigchen und 2^) bestimmten Richtung eotaprechende 
StrahluBgBintensität wird gemessen durch die Energie, welche 
sich innerhalb eines unendlich dünnen, durch die Werte der 
Winkel & und i^-^dd-, (p und 93 + rfqp, begi'enzten Kegels 
fortpflanzt. Die Öffnung dieses Kegels ist: 

dSi^mn&'d&^df. (5) 

Auf diese Weise erhalten wir für die Energie, welche in 
der Zeit ä t durch das Flächenelement dtr in der Richtung des 
Kegels da hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck: 

di d<f COB& d£i K - E sin & cos & d& dtp da dt . (6) 

Die endliche Größe A' nennen wir die „spexifische Intensität" 
oder auch die „Helligkeit**, d Q den .|Offnungswinkel*' des iron 
einem Punkte des Elementes da in der Richtung {&, q>) aus- 
gehenden Strablenbündels. K ist eine positive Funktion des 
Ortes, der Zeit und der beiden Winkel ß- und ijt'. Die spezi- 
tischen Strahlungsintensitäten nach verschiedenen Richtungen 
sind im allgemeinen gänzlich unabhängig ¥on einander. Setzt 
man z* B. in der Funktion K für i9^ den W^ert n — &, und ftir 9? 
den Wert 71 + y, so erhält man die spezifische Strahlungs- 
intensität in der gerade entgegengesetzten Richtung, eine im 
allgemeinen ?on der vorigen ganz verschiedene Größe* 

Die Gesamtstrahlung durch das F'lächeneleraent dft nach 
einer Seite, etwa derjenigen, für welche der Winkel & ein spitzer 
ist, ergibt sich durch Lategration über tp von bis 2fli, und 

über ö von bis ^: 

2« nß 



fd (p Cd 1^ K sin {hm^& da di. 



Ißt die Strahlung nach allen Richtungen gleichmäßig, also K 
konstant j ao folgt hieraus für die Gesamtstrahlung durch da 
nach einer Seite: 

n Kda dt. (7) 



16 Orundiatsachen und Definitionen 



§ 14« Wenn man von der Strahlnng in einer bestimmten 
Biditang {&'^ ^) spricht, so ist dabei doch immer zn bedenken, 
daß eine endliche En^rgiestrahlong stets nnr innerhalb eines 
K^els Ton endlicher Öffionng stattfindet Es gibt keine end- 
hehe Licht- nnd Wärmestrahlung, die sich in einer einzigen 
ganz bestimmten Bichtong fortpflanzt, oder, was dasselbe ist: 
es gibt in der Nator kein absolut paralleles Licht, keine absolut 
ebenoi LichtweUen. Ans einem sogenannten parallelen Strahlen- 
bfindel ist eine endliche Strahlongsenergie nnr dann zn gewinnen, 
wenn die Strahlen oder die Wellennormalen des Bündels inner- 
halb eines endlichen, wenn anch unter Umständen sehr schmalen 
Kegels dirergieren. 

§ 17. Die spezifische Litensität K der Energiestrahlung 
nach jeder Richtung zerfallt weiter in die Litensitäten der ein- 
zelnen, den Terschiedenen Gebieten des Spektrums angehörigen 
Strahlen, die sich unabhängig voneinander fortpflanzen. Hierf&r 
ist maßgebend die Strahlungsintensität innerhalb eines Inter- 
TaUs Ton Schwingungszahlen, etwa von v bis v\ Ist das Inter^ 
▼all y' — fr hinreichend klein, gleich dy, so ist die Strahlungs- 
intensität innerhalb des Intenralls proportional dy; die Strahlung 
heißt dann homogen oder monochromatisch. 

Endlich ist bei einem Strahl Ton bestimmter Richtung, 
Intensität und Farbe noch die Art der Polarisation charakte- 
ristisch. Zerlegt man einen in bestimmter Richtung fortschrei- 
tenden Strahl von bestimmter Schwingungszahl 9 und beliebigem 
Polarisationszustand in zwei geradlinig polarisierte Komponenten, 
deren Polarisationsebenen senkrecht aufeinander stehen, im 
fibrigen aber beliebig sind, so ist die Summe der Intensitäten 
dar beiden Komponenten stets gleich der Intensität des ganzen 
Strahles, unabh&igig von der Orientierung des Ebenenpaares,^ 
und zwar kann die Größe der beiden Komponenten stets dar- 
gestellt werden durch zwei Ausdrücke Ton der Form: 

{ft^ cos* (0 + ft/ sin* (o 
und Str sin* o> + fi^' cos* co, 

wobei o> das Azimut der Polarisationsebene einer Komponente 
bedeutet Die Summe dieser beiden Ausdrücke, welche wir die 
JEComponenten der spezifischen Strahlungsintensität von der 
Schwingungszahl y<« nennen, ergibt in der Tat die Intensität 
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des ganzen Strahls S, + ^/ unabhängig von (o. S^ und ^/ re- 
präsentieren zugleich den größten und den kleinsten Wert der 
Intensität, den eine Komponente überhaupt annehmen kann 

[für ö) = und co = y)- Daher nennen wir diese Werte die 

„Hauptwerte der Intensität" oder die ^JSauptintensitäten^S ^uid 
die entsprechenden Polarisationsebenen die ^^Hauptpolarisations- 
ebenen'' des Strahles. Beide sind natürlich im allgemeinen mit 
der Zeit veränderlich. Somit können wir allgemein setzen: 

00 

ir=Jdi/(ff, + ff,'), (9) 



wobei die positiven Größen Sy und ^y, die beiden Hauptwerte 
der spezifischen Strahlungsintensität (Helligkeit) von der Schwin- 
gungszahl Vj außer von v noch vom Ort, von der Zeit und von 
den Winkeln & und cp abhängen. Durch Substitution in (6) 
erhält man hieraus für die Energie, welche in der Zeit di durch 
das Flächenelement da in der Richtung des Elementarkegels dQ 
hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck: 

00 

dt da cos » dQfdv (S, + S/) (10) 



und für monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung von 
der Helligkeit S^i 

di da cosi?* dß &y dv = dt da sini^-cosi?- d& d(p ^^dv. (11) 

Für unpolarisierte Strahlen ist ff,, = S/; folglich: 

00 

K=2jdvSy (12) 



und die Energie eines monochromatischen Strahles von der 
Schwingungszahl v wird: 

2di da cosi?* di2 ^ydv = 2dt da sini^ QOS& d& d(p &ydv. (13) 

Ist außerdem die Strahlung nach allen Richtungen gleich- 
mäßig, so ergibt sich für die Gesamtstrahlung durch da nach 
-einer Seite aus (7) und (12): 

00 

2ndadiJ^ydv. (14) 


Plahok, WirmeBtrAhlang. 2 
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§ 18. Da Sy in der Natur nicht unendlich groß werden 
kann, so ist ein endlicher Wert Ton K nur dann möglich, wenn 
Sy in einem endlichen Intervall von Schwingongszahlen v von 
Null verschieden ist. Daher gibt es in der Natur keine in 
absolutem Sinne homogene oder monochromatische Licht- oder 
Wärmestrahlung. Eine endliche Strahlung umfaßt immer auch 
ein endliches, wenn auch unter Umständen sehr schmales Spektral- 
gebiet Hierin liegt ein prinzipieller Unterschied gegenüber den 
entsprechenden Erscheinungen in der Akustik, wo eine endliche 
Schallintensität auf eine ganz bestimmte Schwingungszahl treffen 
kann. Auf diesen Unterschied gründet sich u. a., wie wir später 
sehen werden, der Umstand, daß der zweite Hauptsatz der 
Wärmetheorie nur für Licht- und Wärmestrahlen, nicht aber 
für Schallwellen Bedeutung hat 

§ 19. Wie man aus der Gleichung (9) ersieht, ist die 
Größe ^y, die Strahlungsintensität der Schwingungszahl v, von 
anderer Dimension als die Größe iT, die Strahlungsintensität des 
ganzen Spektrums. Ferner ist zu beachten, daß, wenn man die 
spektrale Zerlegung nicht nach Schwingungszahlen v, sondern 
nach Wellenlängen X vornimmt, die Strahlungsintensität Ei der 
der Schwingungszahl v entsprechenden Wellenlänge k nicht ein- 
fach dadurch erhalten wird, daß man in dem Ausdruck von S^ 
V durch den entsprechenden Wert von X ersetzt, also: 

(15) 1^ = 1, 

wenn g die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet. Denn es ist 
nicht El gleich S,, sondern es ist EidX = Sydv, wenn sich dk 
und dv auf dasselbe Spektralintervall beziehen. Nun ist, wenn 
dk und dp beide positiv genommen werden: 

folglich durch Substitution: 

(16) ^^ = ^' 

Hieraus geht u. a. hervor, daß in einem bestimmten Spek- 
trum die Maxima von Ex und von ^y an verschiedenen Stellen 
des Spektrums liegen! 

§ 20. Wenn die Hauptintensitäten Sy und Sy aller mono- 
chromatischen Strahlen nach allen Richtungen in allen Punkten 
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des Medinme gegeben sind, so iBt damit der Strählnngezustand 
in allen Einzelheiten bestimmt, und es lassen sich sämtliclie 
darauf bezügliche I^ragen beantworten« Wir wollen dies noch an 
einigen speziellen Anwendungen zeigen. Fragen wir zunächst nach 
der Energiemenge, welche durch irgend ein Flächenelement da 
einem beliebigen anderen Fläcbeneletnent du' lugestrahlt wird. 
Die EntfernuDg r der beiden Flächenelemente sei groß gegen 
die Lineardimensionen Jedes der Elemente, aber doch so klein^ 
daß auf der Strecke r keine merkliche Absorption oder Zer- 
Streuung der Strahlung stattfindet. Für diathermane Medien ist 
natürlich die letzte Bedingung gegenstandslos. 

Nun gehen durch irgend einen bestimmten Punkt von d& 
Strahlen nach allen Punkten von da'. Diese Strahlen bilden 
einen Kegel, dessen Spitze in da liegt und dessen ÖSnnug 
gegeben ist durchs 

r* 

wobei v' die Normale von da* bedeutet und der Winkel {p\r) 
spitz zu nehmen ist Dieser Wert von d £} ist bis auf kleine 
Größen höherer Ordnung unabhängig von der speziellen Lage 
der Spitze des Kegels auf da^ 

Bezeichnen wir weiter mit v die entsprecheud gerichtete 
Normale von da, so ergibt sich aus der Gleichung [6), da hier 
tf^[Wjr) zu setzen ist, die gesuchte Strahl ungsenergie: 
dif ' da' * coa (r» r) - cos {*', r) 



A'* 



di 



(17) 



und flir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung von 
der Schwingnngszahl f nach GleichuDg (11): 
^0^ <f er' coB {¥y r) üos(k', r) 



^,dv^ 



dt. 



(18) 



Das Größenverhältnis der Flächenelemente d a und d a zu- 
, einander ist dabei ganz beliebig, sie können von gleicher oder 
auch von verachiedener Größenordnung genommen werden, wenn 
nur r groß ist gegen die Ldneardimensionen jedes der beiden 
Elemente. Nimmt man da uoendlich klein gegen da\ so diver- 
gieren die Strahlen von da gegen da'\ nimmt man aber da 
unendlich groß gegen da\ so konvergieren sie von da gegen da\ 

§31- Da jeder Punkt von da die Spitze eines nach da' 
gehenden Strahlenkegels bildet, so besteht das ganze hier be- 
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trachtete, durch die Flächen dtr und der' bestimmte Strahlen- 
bündel aus zweifach unendlich vielen Punktbündeln oder aus 
yierfach unendlich vielen Strahlen, welche alle in gleicher Weise 
für die Energiestrahlung in Betracht kommen. Ebensogut kann 
man sich das Strahlenbündel auch zusammengesetzt denken aus den 
Kegeln, welche von allen Punkten des Elementes d a ausgehend 
in je einem Punkte von da' als Spitze konvergieren. Schneiden 
wir nun das ganze Strahlenbündel durch irgend eine Ebene in 
beliebiger Entfernung von den Elementen da und da'^ sei es 
zwischen ihnen oder außerhalb, so werden die Querschnitte der 
einzelnen Punktbündel im allgemeinen nicht dieselben sein, 
auch nicht annähernd, sondern sie werden sich teilweise über- 
decken, teilweise aber auseinanderfallen, so daß man von einem 
bestimmten Querschnitt des ganzen Strahlenbündels im Sinne 
einer gleichförmigen Bestrahlung desselben gar nicht reden kann 
Nur wenn die Schnittebene mit da oder mit da' zusammen- 
fällt, hat das Strahlenbündel einen bestimmten Querschnitt. 
Diese beiden Flächen spielen also in ihm eine ausgezeichnete 
Rolle; wir wollen sie die beiden „Brennflächen" des Bündels 
nennen. 

In dem schon oben erwähnten speziellen Falle, daß eine 
der beiden Brennflächen unendlich klein ist gegen die andere, 
nimmt das ganze Strahlenbündel den Charakter eines Punkt- 
bündels an, insofern seine Gestalt nahezu die eines Kegels wird, 
der seine Spitze in der gegen die andere unendlich kleinen 
Brennfläche hat, und man kann dann auch in bestimmtem Sinne 
von einem Querschnitt des Bündels an irgend einer Stelle im 
Räume sprechen. Ein solches, einem Kegel ähnlich sehendes 
Strahlenbündel nennen wir ein Elementarbündel, und die un- 
endlich kleine Brennfläche die erste Brennfläche des Elementar- 
bündels. Die Strahlung erfolgt entweder konvergierend, auf die 
erste Brennfläche zu, oder divergierend, von der ersten Brenn- 
fläche fort. Alle in einem Medium fortschreitenden Strahlen- 
bündel lassen sich auffassen als zusammengesetzt aus solchen 
Elementarbündeln, und wir können daher unseren künftigen 
Betrachtungen stets lauter Elementarbündel zugrunde legen, 
was wegen ihrer einfacheren Beschaffenheit viel bequemer ist. 

Die Begrenzung eines Elementarbündels bei gegebener erster 
Brennfläche da kann, außer durch die zweite Brennfläche da\ 



21 



anch durch die Größe des Öffnimgawinkels d Q festgelegt werdefi, 
uDter welchem da' "von da- aua gesehen wird; während dagegen 
bei einem beliebigen Bündel i b. wenn die beiden Brennüächeo 
von gleicher Größenordnung sind, die zweite Brennfläche nicht 
allgemein durch den Offnungswinkel d Q ersetzt werden kanji, 
ohne daß das Blinde! seinen Charakter weseQÜich ändert Denn 
wenn statt da' die Gi^ße und Richtung von d ii (konstant für 
alle Punkte foo da) gegeben ist, so bilden die von da aus- 
gebenden Strahlen nicht mehr das Yorige Bündel, sondern viel- 
mehr ein Klementarbiindel, desaen erste Brennfläche itr ist und 
dessen zweite BrennHäche im Unendlichen liegt. 

§ 23« Da die Energiestrahlung sich in dem Medium mit 
endlicher Geschwindigkeit q fortpflanzt, so heflndet sich in einem 
endlichen Raumteile desselben ein endlicher Betrag von Energie; 
wir sprechen daher von der „räumlichen Strahlangsdichte** als 
dem Verhältnis der gesamten in einem Volumenelement ent- 
haltenen Strahlnngsenergie zu der Größe des Volumenelements. 
Berechnen wir nun die räumliche Slrahlungsdichte u an irgend 
einer Stelle des Mediums, Wenn wir an der betreflFenden Stelle 
ein unendlich kleines Volumen v von beliebiger Form betrachten, 
so haben wir alle Strahlen zu berücksichtigen, welche das 
Volumenelement v durchkreuzen. Zu diesem Zwecke legen wir 
um irgend einen Punkt des 
Volumenelements als Mittelptinkt 
eine Kugelfläche vom Radius r^ der 
groß ist gegen die Lineardimensionen 
?on y, aber doch so klein, daß 
auf der Strecke r keine merkliche 
Schwächung der Strahlung durch 
Absorption oder Zerstreuung statt* 
findet (Fig. 1), Jeder Strahl, der das 
Volumen v trifft, kommt von einem 
Punkte der Kugelfläche her. Wenn 
wir also zunächst die Strahlen ins 
Auge fassen, welche von den Punkten eines bestimmten unendlich 
kleinen Elements d a der Kugelfläche ausgehend das Volumen v 
treffen, so erbalten wir daraus durch Summation über alle 
Elemente der Kugelfläche sämtliche in Betracht kommenden 
Strahlen, und jeden nur einmal. 




Fig, 1, 
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Berechnen wir daher zunächst den Beitrag, welchen das 
Fl&chenelement da durch seine gegen das Volumen v gerichtete 
Strahlung zu der in v enthaltenen Strahlungsenergie liefert Wir 
nehmen die Lineardimensionen von da unendlich klein gegen 
die Yon v und betrachten den Strahlenkegel, der von einem in da 
gelegenen Punkt P ausgehend das Volumen v triffL Dieser 
Kegel zerftUt in unendlich Tiele unendlich dflnne Elementar- 
kegely alle mit P als Spitze, deren jeder ein bestimmtes Stack 
Ton der I/änge a aus dem Volumen v ausschneidet Die Offimng 

eines solchen Elementarkegels beträgt -y, wenn f den senk- 
rechten Querschnitt des Kegels in der Entfernung r von der 
Spitze bezeichnet Nun braucht die Strahlung, um die Strecke # 
zurQckzulegen, die Zeit: 

9 

Während dieser Zeit r gelangt nach der Gleichung (6), da 
d ii hier gleich ~ und {f- gleich Null zu setzen ist, die Energie- 
menge: 
(19) Tdaf^K^^'Kda 

innerhalb des betrachteten Elementarkegels in das Volumen v 
hinein und verteilt sich hier auf den tou dem Mementarkegel 
ausgeschnittenen Raum, dessen Volumen fa beträgt Summiert 
man über alle von dem Flächenelement da ausgehenden Elementarw 
kegel, welche v treffen, so erhält man 

Kdc ^r-i y Kdif 

fUr die ganze in dem Volumen v befindliche strahlende Energie, 
soweit sie von der Strahlung durch das Flächenelement da her^ 
rührt. Um die gesamte in v enthaltene Strahlungsenergie zu 
erhalten, hat man schließlich noch über alle Elemente da der 
Kugelfläche zu integrieren. Dies liefert, wenn man den Öffnungs- 
winkel 7 des Kegels, dessen Spitze in O liegt, und der das 
Element da aus der Kugelfläche ausschneidet, mit dÜ bezeichnet: 

^^fKdii 
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und als gesuchte räumliche Strahlungsdichte, durch Division 
mit v: 

^Kdii. (20) 



"f/ 



Da r hier ganz fortgefallen ist, so kann man unter K ein- 
fach die Strahlungsintensität in dem Punkte selber verstehen. 
Bei der Integration ist zu beachten, daB K im allgemeinen von 
der Richtung {&, (p) abhängt. 

Für gleichmäßige Strahlung nach allen Richtungen ist K 
konstant, und man erhält: 

«=^- (21) 

§33« Wie von der räumlichen Dichte der Gesamtstrahlung u, 
so spricht man auch von der räumlichen Dichte der Strahlung 
einer bestimmten Schwingungszahl Uy, indem man die spektrale 
Zerlegung vornimmt: 



« = /u, 



dv. (22) 

ö 

Dann ergibt sich durch Kombination der Gleichungen (20) 
und (9): 

yir^^^i^ + ftr^dü (23) 

und hieraus ffir unpolarisierte und nach allen Richtungen gleich- 
mäßige Strahlung: 

u.-i^. (24) 



Zweites Kapitel. Strahlung beim thermodynamischen 
Gleichgewicht. Kirchhoffaches Gesetz. Schwarze Strahlung. 

§ 34« Wir wollen jetzt die im vorigen Kapitel aufgestellten 
Sätze auf den speziellen Fall des thermodynamischen Gleich« 
gewichts anwenden und stellen daher an die Spitze der folgen- 
den Überlegungen die aus dem zweiten Hauptsatz der Thermo- 
dynamik fließende Folgerung: Ein System ruhender Körper von 
heliebiger Natur, Form und Lage^ welches von einer festen, f&r 
Wärme undurchlässigen Hülle umschlossen ist, geht, bei be- 
liebig gewähltem Anfangszustand, im Laufe der Zeit in einen 
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Dauerzustand über, bei welchem die Temperatur in allen Körpern 
des Systems die nämliche ist Dies ist der thermodynamische 
Gleichgewichtszustand, in welchem die Entropie des Systems 
unter allen Werten, die sie vermöge der durch die Anfangs- 
bedingungen gegebenen Gesamtenergie anzunehmen vermag, einen 
Maximalwert besitzt, von welchem aus daher keine weitere Yer- 
'mehrung der Entropie mehr möglich ist 

Es kann in gewissen Fällen vorkommen, daß unter den 
gegebenen Bedingungen die Entropie nicht ein einziges, sondern 
mehrere verschiedene Maxima annehmen kann, von denen dann 
eins das absolute ist, während die übrigen nur relative Be- 
deutung haben.^ In diesen Fällen stellt jeder Zustand, der 
einem Maximalwerte der Entropie entspricht, einen thermo- 
dynamischen Gleichgewichtszustand des Systems dar. Aber nur 
derjenige unter ihnen, der dem absolut größten Wert der Entropie 
entspricht, bezeichnet das absolut stabile Gleichgewicht. Die 
übrigen sind alle in gewissem Sinne labil, insofern eine ge- 
eignete, wenn auch minimale Störung des Gleichgewichts eine 
dauernde Veränderung des Systems in Richtung nach dem 
absolut stabilen Gleichgewicht hin veranlassen kann. Ein Bei- 
spiel hierfür bietet ein in ein festes Gefäß eingeschlossener Dampf 
im Zustand der Übersättigung, oder irgend eine explosible Sub- 
stanz. Auch bei den Strahlungsvorgängen werden wir Beispiele 
solcher labilen Gleichgewichte antreflfen (§ 52). 

§ 35. Wir setzen nun wieder, wie im vorigen Kapitel, 
hpmogene isotrope Medien voraus, deren Zustand nur von der 
Temperatur abhängt, und fragen nach den Gesetzen, denen die 
Strahlungsvorgänge in ihnen gehorchen müssen, wenn sie mit 
der im vorigen Paragraph angeführten Folgerung aus dem zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik im Einklang sein sollen. Das 
Mittel zur Beantwortung dieser Frage gibt uns die Untersuchung 
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes eines oder 
mehrerer solcher Medien, unter Benutzung der im vorigen 
Kapitel aufgestellten Begriffe und Sätze. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: einem einzigen 
Medium, welches nach allen Richtungen des Baumes sehr weit 



* Vgl. z. B. M. Planck, VorlesuDgen über Thermodynamik, Leipzig, 
Veit & Comp., 1905, § 165 und § 189 ff. 
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ausgedehnt ist, und, wie alle hier betrachteten Systeme, von 
einer festen, ftLr Wärme undurchlässigen Hülle umschlossen 
wird. Das Medium besitze, wie wir vorläufig annehmen wollen, 
einen endlichen Absorptionskoeftizienten, einen endlichen Emis- 
sionskoeffizienten und einen endlichen Zerstreuungskoeffizienten. 

Betrachten wir nun zunächst solche Stellen des Mediums, 
welche von der Oberfläche sehr weit entfernt liegen. Hier wird 
der Einfluß der Oberfläche jedenfalls verschwindend klein sein 
und wir werden wegen der Homogenität und Isotropie des 
Mediums schließen müssen, daß im thermodynamischen Gleich- 
gewichtszustand die Wärmestrahlung überall und nach allen 
Richtungen von gleicher Beschaffenheit ist, oder daß S^, die 
spezifische Strahlungsintensität eines geradlinig polarisierten 
Strahles von der Schwingungszahl v (§ 17), unabhängig ist vom 
Azimut der Polarisation, von der Richtung des Strahles und 
vom Orte. Daher entspricht auch jedem von einem Flächen- 
element da ausgehenden, innerhalb eines Elementarkegels dii 
divergierenden Strahlenbündel ein genau gleiches und entgegen- 
gesetzt gerichtetes innerhalb des nämlichen Elementarkegels 
gegen das Flächenelement hin konvergierendes Bündel. 

Nun erfordert die Bedingung des thermodynamischen Gleich- 
gewichts, daß die Temperatur überall gleich und unveränderlich 
ist, daß also in jedem Volumenelement des Mediums während 
einer beliebigen Zeit ebensoviel strahlende Wärme absorbiert 
wie emittiert wird. Denn da wegen der Gleichmäßigkeit der 
Temperatur keinerlei Wärmeleitung stattfindet, wird die Körper- 
wärme lediglich durch die Wärmestrahlung beeinflußt Das 
Phänomen der Zerstreuung spielt bei dieser Bedingung keine 
Rolle; denn die Zerstreuung betrifft nur eine Richtungsänderung 
der gestrahlten Energie, nicht aber Erzeugung oder Vernichtung 
derselben. Wir berechnen daher die in der Zeit d t von einem 
Volumenelement v emittierte und absorbierte Energie. 

Die emittierte Energie beträgt nach Gleichung (2): 

cc 

dt*vQn[t^ dv , 



wobei der Emissionskoeffizient 6^ des Mediums außer von seiner 
chemischen Natur nur von der Schwingungszahl p und von der 
Temperatur abhängt. 



26 Orundtaisaohen und Definitionen 



§ 36. Zar BerechnuDg der absorbierten Energie bedienen 
wir uns der nämlichen Betrachtung, wie die, welche durch die 
Fig. 1 (§ 22) illustriert wurde, und behalten auch die dortigen 
Bezeichnungen bei. Die von dem Yolumenelement v in der 
Zeit dt absorbierte Energiestrahlung ergibt sich, wenn wir die 
Intensitäten aller das Element v durchbreuzenden Strahlen be- 
trachten und von jedem dieser Strahlen den in v absorbierten 
Bruchteil berücksichtigen. Nun besitzt der von da ausgehende^ 
aus dem Volumen v den Teil fa ausschneidende Elementar- 
strahlenkegel nach (19) die Intensität (Energiestrahlung in der 
Zeiteinheit) 

da-^'K 
oder in spektraler Zerlegung nach (12): 

00 

2dfT'j^'^^ydv. 



Die Intensität eines monochromatischen Strahles ist daher: 

2da'^'^ydv, 
r* 

Der Betrag der auf der Strecke 8 in der Zeit dt absorbierten 
Energie dieses Strahles ist daher nach (4): 

dt'a^8'2dG^k^ dv 

und die ganze aus dem Elementarstrahlenkegel absorbierte Energie 
beträgt, durch Integration über alle Schwingungszahlen: 

OD 

dt'2d(T^[u^^^dv. 



Summiert man diesen Ausdruck erstens über die verschiedenen 
Querschnitte /"der von da ausgehenden, das Volumen v treflfenden 
Elementarstrahlenkegel, wobei zu beachten, daß ^fs = v, und 
zweitens über alle Elemente da der Eugelfläche vom Radius r, wobei 

-^ =: 4 ;r, so erhält man als Ausdruck flir die gesamte in der 
Zeit dt vom Volumenelement v absorbierte strahlende Energie: 



p 



CD 

(25) dt'V'^nja^^y 



dv 
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und durch Gleichsetzen mit der emittierten Energie: 

00 00 

jc^ dv « fa^ S; dv . 



Diese Beziehung läßt sich noch spektral zerlegen. Denn 
die Gleichheit der emittierten und der absorbierten Energie 
beim thermodynamischen Gleichgewicht gilt nicht nur für die 
Gesamtstrahlung des ganzen Spektrums, sondern auch, wie sich 
leicht einsehen läßt, für jede monochromatische Strahlung. Da 
nämlich die Größen By, a^ und ß, unabhängig vom Orte sind^ 
so würde^ wenn für eine einzelne Farbe die absorbierte Energie 
der emittierten nicht gleich wäre, überall im ganzen Medium 
eine fortwährende Zunahme oder Abnahme der Energiestrahlung 
der betreffenden Farbe^ auf Kosten anderer Farben^ stattfinden, 
was der Bedingung widerspricht, daß S^ für jede einzelne 
Schwingungszahl sich mit der Zeit nicht ändert Es gilt also 
auch für jede Scbwingungszahl die Beziehung: 

ty^Uy^y (26) 

oder: ®- = ^' (27) 

d.h. im Innern eines im thermodynamischen Gleich- 
gewicht befindlichen Mediums ist die spezifische 
Strahlungsintensität einer bestimmten Schwingungszahl 
gleich dem Quotienten aus dem Emissionskoeffizienten 
und dem Absorptionskoeffizienten des Mediums für diese 
Schwingungszahl. 

§ 37. Da €y und a^ außer von der Natur des Mediums 
nur von der Temperatur und der Schwingungszahl v abhängen, 
so ist mithin auch die Strahlungsintensität einer bestimmten 
Farbe beim thermodynamischen Gleichgewicht durch die Natur 
des Mediums und durch die Temperatur vollständig bestimmt 
Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, daß a^^O, d. h. daß 
das Medium die betreffende Farbe gar nicht absorbiert. Da ß, 
nicht unendlich groß werden kann, so folgt zunächst, daß dann 
auch «y = 0, d. h. ein Medium emittiert keine Farbe, welche es 
nicht absorbiert. Ferner aber erkennt man, daß, wenn sowohl 
e als auch a verschwinden, die Gleichung (26) durch jeden 
Wert von ft befriedigt wird. für eine bestimmte 
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Farbe diathermanen Medinm kann bei jeder beliebigen 
Strahlungsintensität der betreffenden Farbe thermo- 
dynamisches Gleichgewicht bestehen. 

Hier haben wir schon ein Beispiel für die oben (§ 24) be- 
sprochenen Fälle, in denen bei gegebener Gesamtenergie eines 
von einer festen adiabatischen Hülle umschlossenen Systems 
mehrere Gleichgewichtszustände möglich sind, entsprechend 
mehreren relativen Maxima der Entropie. Denn da die Strahlungs- 
intensität der betreffenden Farbe im thermodynamischen Gleich- 
gewicht ganz unabhängig von der Temperatur des für sie 
diathermanen Mediums ist, so läßt sich die gegebene Gesamtenergie 
ganz beliebig auf die Strahlung jener Farbe und auf die Körper- 
wärme verteilen, ohne daß das thermodynamische Gleichgewicht 
unmöglich wird. Unter allen diesen Verteilungen gibt es aber 
eine ganz bestimmte, dem absoluten Maximum der Entropie 
entsprechende, welche das absolut stabile Gleichgewicht bezeichnet 
und welche, im Gegensatz zu den übrigen, in gewissem Sinne 
labilen Zuständen, die Eigenschaft besitzt, durch keinerlei 
minimale Störung eine merkliche Änderung zu erleiden. In der 
Tat werden wir unten (§ 48) sehen, daß unter den unendlich 

vielen Werten, deren der Quotient — fähig ist, wenn Zähler 

und Nenner beide verschwinden, ein ausgezeichneter, in be- 
stimmter Weise von der Natur des Mediums, der Schwingungs- 
zahl V und der Temperatur abhängiger Wert existiert, den man 
als die stabile Strahlungsintensität $,, in dem für die Schwingungs- 
zahl V diathermanen Medium bei der betreffenden Temperatur zu 
bezeichnen hat. 

Was hier von einem für eine bestimmte Strahlenart dia- 
thermanen Medium gesagt ist, das gilt ebenso vom absoluten 
Vakuum, als einem für sämtliche Strahlenarten diathermanen 
Medium, nur daß man hier nicht mehr von der Körperwärme 
und von der Temperatur des Mediums sprechen kann. 

Fürs erste wollen wir aber von dem speziellen Falle der 
Diathermansie wieder ganz absehen und voraussetzen, daß alle 
betrachteten Medien einen endlichen Absorptionskoeffizienten 
besitzen. 

§ 38. Widmen wir nun auch noch dem Vorgang der Zer- 
streuung beim thermodynamischen Gleichgewicht eine kurze 
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Betrachtung. Jeder Strahl , der das Yolumenelement v trifft, 
erleidet dortselbst eine gewisse Schwächung seiner Intensität 
dadurch, daß ein gewisser Brachteil seiner Energie nach anderen 
Richtungen abgelenkt wird. Der Betrag der gesamten in der 
Zeit d t vom Volumenelement v von allen Richtungen des Raumes 
durch Zerstreuung aufgefangenen Energiestrahlung berechnet 
sich auf Grund des Ausdruckes (3) genau in derselben Weise 
wie der der absorbierten Energiestrahlung in § 26, und wir er- 
halten daher für ihn, wie in (25): 



dt'V'8n 



ij'ß^Sydv. (28) 



Die Frage nach dem Verbleib dieser Energie läßt sich eben- 
falls leicht beantworten. Denn wegen der Isotropie des Mediums 
muß die vom Volumenelement v ausgehende Strahlung der 
dortselbst zerstreuten Energie (28), ebenso wie die Einstrahlung, 
nach allen Richtungen gleichmäßig erfolgen. Dies ergibt ftLr 
denjenigen Teil der vom Element v durch Zerstreuung auf- 
gefangenen Energie, welcher durch den Öffnungswinkeid J2 wieder 

ausgestrahlt wird, durch Multiplikation mit - — : 

4 TT 

2dtdvdi2ia^S^dv 



ifß. S. 



und für monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung: 

dtdvdQ'ß^&^dv. (29) 

Dabei ist allerdings wohl zu beachten, daß diese Gleich- 
mäßigkeit der Ausstrahlung nach allen Richtungen nur fiir alle 
das Element v treffenden Strahlen zusammengenommen gilt; 
denn ein einzelner Strahl wird, auch in einem isotropen Medium, 
nach verschiedenen Richtungen mit verschiedener Intensität und 
Polarisation zerstreut (vgl. § 8 am Schluß). 

Auf diese Weise ergibt sich, daß beim thermodynamischen 
Strahlungsgleichgewicht im Innern des Mediums der Vorgang 
der Zerstreuung im ganzen überhaupt keinen Effekt hervor- 
bringt. Die von allen Seiten auf ein Volumenelement auf- 
fallende und dort wieder nach allen Seiten zerstreute Strahlung 
verhält sich genau ebenso, als ob sie ohne jede Modifikation 
durch das Volumenelement direkt hindurchgegangen wäre. Was 
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ein Strahl durch Zerstreaang an Energie rerliert, das gewinnt 

er wieder durch ZerstrenuDg anderer Strahlen. 

§ 39. Wir wollen nun die Strahlnngsvor^jige im Innern 

eines sehr weit ausgedehnten, im thermodTnamischen Gleich* 
ua gewicht befindlichen homogenen isotropen 
Mediums noch von einem anderen Standpunkt 
aus betrachten, indem wir nicht mehr ein 
bestimmtes Volumenelement , sondern ein be- 
stimmtes StrahlenbQndel, und zwar ein EHe- 
mentarbündel (§21, ins Auge fassen. Dasselbe 
sei charakterisiert durch die unendlich kleine 
Brennfläche d a beim Punkte O (Fig. 2), senk* 
recht zur Achse des Bündels, und durch den 
p. 2 ÖShuDgswinkel dSl, und die Strahlung erfolge 

gegen die Brennfläche hin in der Richtung 

des Pfeiles. Wir betrachten ausschließlich nur solche Strahlen, 

welche diesem Bündel angehören. 

Die in der Zeiteinheit durch da hindurchtretende Emergie 

monochromatischer geradlinig polarisierter Strahlung ist nach(l \\ 

da hier rf^ = 1, und i^- = zu setzen ist: 

(30) da-dn^Srdr 

und dieser nämliche Wert gilt auch ftir jeden anderen Quer- 
schnitt des Bündels. Denn erstens ist ßy dp überall gleich groB 
(§ 25)y uud zweitens besitzt auch das Produkt aus irgend einem 
senkrechten Querschnitt des Bündels und dem Ofinungswinkel, 
unter dem die Brennfläche da Yon diesem Querschnitte aus ge- 
sehen wird, den konstanten W^ert da • du, da die Größe des 
Querschnittes sich mit der Entfernung von der Spitze O des 
Bündels in demselben Maße vergrößert^ wie die jenes Öfihungs- 
winkels sich verkleinert. Die Strahlung innerhalb des Bündels 
erfolgt also genau ebenso, als ob das Medium vollkommen dia- 
iherman wäre. 

Andererseits modifiziert sich aber die Strahlung auf ihrer 
Bahn fortwährend durch die Einflüsse der Emission, der Absorption 
und der Zerstreuung. Wir wollen uns von dem Betrage dieser 
Wirkungen im einzelnen Rechenschaft geben. 

gSO. Ein Raumelement des Strahleobündels, welches be- 
grenzt ist durch zwei Querschnitte in den Entfernungen r^ 
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(beliebig groß) und Tq + dr^ von der Spitze 0, und welches daher 
das Volumen drQ^rQ^dQ besitzt, emittiert gegen die bei ge- 
legene Brennfläche d<T in der Zeiteinheit eine Energiemenge E 
monochromatischer geradlinig polarisierter Strahlung, welche 
man aus (1) erhält, wenn man darin setzt: 

dt==l, dr^dr^-r^^dii, dü^^ 

und den Zahlenfaktor 2 unterdrückt; also die Ekiergie: 

E=:drQ'dQ'd(T*eydv. (31) 

Aber von dieser Energie E kommt nur ein Teilbetrag E^ 
in an, da auf jeder unendlich kleinen Wegstrecke s, welche 
sie bis zurückzulegen hat, durch Absorption und Zerstreuung 
der Bruchteil (a^ + /?,)» verloren geht Ist nämlich E^ derjenige 
Teil der Energie E, welcher in dem um die Strecke r(<rQ) 
von entfernten Querschnitt ankommt, so haben wir, für « = dr: 

oder: ^ = E^{a,+ ß,). 

Integriert: E^ = Ee^""^ •*" ''•') ^'^ "" ''•^ , 

da für r = r^j JS7^ = ^ durch die Gleichung (31) gegeben ist. 

Hieraus folgt für r = die in ankommende, von dem 
Eaumelement bei r^ emittierte Energie: 

Alle Raumelemente des Strahlenbündels zusammen liefern 
also durch ihre Emission die in der ankommende Energie: 

00 

dii'd<X'dvB^' r(fr^.e-K + ^0*-<> = rfß.rf(7.-^^-^^dt^. (33) 



§ 31. Wäre gar keine Zerstreuung der Strahlung wirksam, 
so müßte die gesamte in da ankommende Energie sich zusammen- 
setzen aus den von den einzelnen Baumelementen des Strahlen- 
bündels emittierten Energiebeträgen, unter Berücksichtigung der 
Verluste, die unterwegs durch Absorption eintreten, und in der 
Tat sind flir /?^ = die Ausdrücke (33) und (30) identisch, wie 
ein Vergleich mit (27) zeigt. Im allgemeinen ist aber (30) größer 



als (33), weil die in rf<r ankoBimende Energie ancli noch Strahlen 

enthält, welche gar nicht innerhalb des StrahlenbündelB, sondem 
irgendwo anders emittiert, und später durch Zerstreuung in daa 
betrachtete Strahlenhiiudel hineingeraten sind. In der Tatr die 
Ranmelemente des Strahlenbündels zerstreuen nicht nur die 
innerhalb des Bündels fortschreitende Strahlung nach außea, 
sondern sie sammeln auch Strahlen, die von außen kommen, in 
das Bündel hinein, und zwar ergibt sich die von dem Baum- 
element hei Tq auf diese Weise gesammelte Strahlung E% wenn 
man in dem Ausdruck [29] setzt: 



dt^ 1, 



ü;= dr^ 



'dSiro^ 



dü^ 



r** 



ir^dr^dQda ß^%dv. 

Diese Energie kommt zu der von dem Raumelement emit- 
tierten oben in {31} berechneten Energie E hinzu, so daß man 
für die gesamte in dem Raumelement bei r^ in das Strahlen- 
bündel neu eintretende Energie erhält: 

E+ E'^ dr^ dQ da[5y -h ß, S^)dv, 

Von dieser Energie kommt^ analog (32), in der Betrag an : 

dr^ dß da {B, + ß,Ü'r)dr*e~ '<''-'' ^-"^ 

und alle Rauraelemeute des Strahlen bündeis zusammen üefem 
durch Emission und Sammlung zerstreuter Strahlung unter Be- 
rücksichtigung der unterwegs durch Absorption und Zerstreuung 
eintretenden Verluste, die in drr ankommende Energie: 

Ü 

mkhe nnu in der Tat genau gleich dem Ausdruck (30) ist, wie 
nm durch Vergleichmig mit (26) erkennt 

ftS& Die im vorhergehenden abgeleiteten Sätze über den 
ainUuiei^Knfitand beim thermodynamischen Gleichgewicht eines 
»en isotropen Mediums gelten zunächst nur für solche 
in« Mediums, welche von der Oberääche sehr weit ent- 
, -««_ weil nur fiir diese aus Sjmmetriegründen die Strahlung 
'^^Sieiii als unabhängig vom Orte und von der Richtung 
iterden darf. Indessen zeigt eine einfache Über- 
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legtiBgt daB der ia (27) berechnete, nur von der Temperatur 
und TOti der Natur des Mediums abhängige Wert von H; auch 
bis unmittelbar au die Oberfläche des Mediums den Betrag der 
Strahlungsintensität der betrefienden Schwingungszahl nach Jeder 
beliebigen Eichtung angibt Denn beim thermodynamischen 
Gleichgewicht muß jeder Strahl genau die nämliche Intensität 
besitzen wie der gerade entgegengesetzte Strahl, weil sonst durch 
die Strahlung ein einseitiger Transport von Energie bedingt 
werden würde* Fassen wir also einen von der Oberfläche des 
Mediums h erkomme nden^ in das Innere hinein gerichteten Strahl 
ins Auge, so muB derselbe die nämliche Intensität besitzen wie 
der gerade entgegengesetzte, aus dem Innern kommende Strahl^ 
und daraus folgt ohne weiteres^ daß der gesamte Strahl ungs- 
zustand des Mediums an der Oberfläche der nämliche 
ist wie im Innern* 

g 83# Während also die von einem Element der Oberfläche 
ausgehende, nach dem Innern des Mediums gerichtete Strahlung 
in jeder Beziehung gleich ist der von irgend einem gleichgroßen 
und gleichgerichteten im Innern gelegenen Flachenelement aus- 
gehenden Strahlung, so hat sie doch eine andere Vorgeschichte 
als dieee^ sie rührt nämlich, da die Oberfläche des Mediums 
als für Wärme undurchlässig vorausgesetzt ist, lediglich her von 
der Reflexion der aus dem Innern kommenden Strahlung an 
der Oberfläche. Im einzelnen kann dies in sehr verschiedener 
Weise geschehen, je nachdem die Oberfläche als glatt, also in 
diesem Falle als spiegelnd, oder als rauh, etwa als weiß (§ 10) 
TorauBgesetzt ist Im ersteren Falle entspricht jedem auf die 
Oberfläche auftrefl^enden Strahlenbündel ein ganz bestimmtes 
symmetrisch dazu gelegenes von der nämlichen Intensität, im 
zweiten Falle aber zersplittert sich jedes einzelne auftreffende 
Strahtenbüudel in unendlich viele reflektierte Strahlenbündel von 
verschiedener Richtung, Intensität und Polarisation, doch immer 
80, daß die von allen Seiten mit gleicher Intensität Ä„ auf ein 
OberÜächenelement auftreffenden Bündel in ihrer Gesamtheit 
wieder eine gleichmäßige von der Oberfläche in das Innere des 
I Mediums gerichtete Strahlung von der nämlichen Helhgkeit StV 
f Kefem. 

§ 34» Nun bietet ea nicht die geringste Schwierigkeit mehr, 
die im § 25 gemachte Voraussetzung aufzuheben, daß das 

rL^aoc, WirmestimtüiiDg. 3 
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betrachtete Medium nach allen Richtungen des Baumes sehr weit 
ausgedehnt ist Denn wenn in unserem Medium der thermo- 
dynamische Gleichgewichtszustand allenthalben eingetreten ist^ 
so wird nach den Ergebnissen des letzten Paragraphen das Gleich- 
gewicht in keiner Weise gestört^ wenn man in dem Medium 
beliebig viele feste für W&rme undurchlässige^ glatte oder rauhe^ 
Flächen angebracht denkt. Hierdurch wird das ganze System 
in eine beliebig große Anzahl vollkommen abgeschlossener Eänzel- 
systeme zerlegt, deren jedes so klein gewählt werden kann, als 
es die allgemeinen in § 2 ausgesprochenen Beschränkungen über- 
haupt gestatten. Daraus geht hervor, daß der in (27) gegebene 
Wert der spezifischen Strahlungsintensität ß, auch für das 
thermodynamische Gleichgewicht einer in einem beliebig kleinen 
und beliebig geformten Baume eingeschlossenen Substanz Gültig- 
keit besitzt 

§ 35. Von dem aus einer einzigen homogenen isotropen 
Substanz bestehenden System gehen wir jetzt über zu einem 
aus zwei verschiedenen aneinander grenzenden homogenen iso- 
tropen Substanzen bestehenden System, das wiederum von einer 
festen für Wärme undurchlässigen Hülle begrenzt ist, und be- 
trachten den Strahlungszustand beim thermodynamischen Gleich- 
gewicht, zunächst wieder unter der Voraussetzung, daß beide 
Medien räumlich sehr weit ausgedehnt sind. Da das Gleich- 
gewicht in Nichts gestört wird, wenn man die Trennungsfläche 
der beiden Substanzen sich einen Augenblick durch eine für 
Wärmestrahlung ganz undurchlässige Fläche ersetzt denkt, so 
gelten für eine jede der beiden Substanzen einzeln alle Sätze 
der letzten Paragraphen. Die spezifische Strahlungsintensität 
der Schwingungszahl v, nach einer beliebigen Ebene polarisiert, 
im Innern der ersten Substanz (der oberen in Fig. 3) sei Sy, die 
im Innern der zweiten Substanz S^', wie wir überhaupt die auf 
die zweite Substanz bezüglichen Größen durch einen hinzu- 
gefügten Strich markieren wollen. Beide Größen S^ und S^' 
hängen gemäß Gleichung (27) außer von der Temperatur und 
der Schwingungszahl v nur von der Natur der beiden Substanzen 
ab, und zwar gelten diese Werte der Strahlungsintensität 
bis unmittelbar an die Grenzfläche der Substanzen, 
sind also ganz unabhängig von der Beschaffenheit dieser 
Fläche. 



Shrahkmg beim thermod^namischen Qlmchffeuneki 



35 



g 36. Wir Behmen bqü zunäcbst die Orenzfläche der 
beiden Medieo als glatt (§ 9} an. Dann spaltet sich jeder aus 
dem ersteo Medium kommeode auf die Grenziläche treffende 
Strahl in zwei Strahlen: den reflektierten and den durchgelassenen. 
Die Bichtuugen dieser beiden Strahlen variieren nach Maßgabe 
dee Eittfallswinkels und der Farbe des einfallenden StrableSy 
die Intensität außerdem nach Maßgabe seiner Polarisatioiip 
Bezeichnen wir mit q (Eedexionskoeffizieni) den Betrag der 
reSektierten, und infolgedessen mit 1 -- p den Betrag der durch« 
gelassenen Strablungsenergie im Yerbältnis zur auffallenden 
Energie; so ist p vom Einfallswinkel, von der Schwinguügszahl 
und von der Polarisation des auffallenden Strahles abhängig* 
Entsprechendes gilt von q\ dem Eeöexionskoefüzienten to einen 
ans dem zweiten Medium kommenden auf die Qreuziläche 
treffenden Strahl. 

Nun ist die Energie der monochromatischen geradlinig 
polarisierten Strahlung von der Schwingungazabl v von einem 
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Fig. 3. 

Element dti der Grenzfläche aus innerhalb des Elementar- 
kegels dQ in der Richtung nach dem ersten Medium {%. den 
gefiederten Pfeil oben links in Fig, 3) fiir die Zeit di nach (11): 

dida cxy%& d^^\dv, (S4) 

wobei t dSi^Ein& d& df . (35) 

Diese Energie wird geliefert durch die beiden Strahlen^ wdche 

8* 
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aus dem ersten bez. zweiten Medium kommend von dem Flächen- 
element d(T in entsprechender Richtung reflektiert bez. durch- 
gelassen werden (s. die angefiederten Pfeile. Von dem Flächen- 
element d a ist nur ein Punkt gezeichnet.) Der erstere Strahl 
verläuft, gemäß dem Beflexionsgesetz, innerhalb des sym- 
metrisch gelegenen Elementarkegels dQ^ der zweite innerhalb 
des Elementarkegels: 

(36) dSi'^mid'' d»' dcp' , 

wobei nach dem Brechungsgesetz: 

Nehmen wir nun an, die Strahlung (34) sei entweder in 
der Einfallsebene oder senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, 
so gilt das Entsprechende für die beiden Strahlungen, aus deren 
Energien sie sich zusammensetzt, und zwar liefert die aus dem 
ersten Medium kommende, von da reflektierte Strahlung den 
Beitrag: 

(38) Q'dt*d<jco^ü*dSi^dv 

und die aus dem zweiten Medium kommende, von da durch- 
gelassene Strahlung den Beitrag: 

(39) (1 - ()')•(f^dö• cost9-'.rfß' ff/ dv. 

Die Größen dt, da, v und dv sind hier ohne Strich hin- 
geschrieben, weil sie in beiden Medien die nämlichen Werte 
besitzen. 

Addiert man die Ausdrücke (38) und (39) und setzt die 
Summe gleich dem Ausdruck (34), so ergibt sich: 

Q coB&'di2 ff^ + (1 - p'). cos 19-' di2' ^' = cos&^dQ ft,. 

Nun ist nach (37) 

coa& d& _ cos^' d&' 

und weiter durch Berücksichtigung von (35) und (36): 

d£i' cos &'=^^^^^^^±^. 
Folglich ergibt sich: 

(>Ä. + (i-(>')^'ff; = ff. 
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§ S7. In der letzten Gleichung ist die Größe auf der linken 
Seite unabhängig vom Einfallswinkel i^ und von der Art der 
Polarisation; folglich muß es auch die Größe auf der rechten 
Seite Bein. Kennt man also den Wert dieser Größe für einen 
einzigen Einfallswinkel und eine bestimmte Art der Polarisation, 
so besitzt dieser Wert für alle Einfallswinkel und alle Polari- 
sationen Gültigkeit Nun ist in dem spedellen Falle, daß die 
Strahlen rechtwinklig zur Einfallsebene polarisiert sind und unter 
dem Polaris ationswinkel auf die Grenzfläche auffallen» q = 
und () ' — 0. Dann wird der Auedruck rechts gleich 1 ; also ist 
er allgemein gleich 1^ und wir haben stets: 



und: 






(40) 
(41) 

g 38. Die erste dieser beiden Beziehungen^ welche besagt^ 
daß der £eäexioBskoe£Szient der Grenzfläche nach beiden Seiten 
hin der nämliche ist, bildet den speziellen Ausdruck eines alU 
gemeinen zuerst von Helmholtz * ausgesprochenen Reziprozitäts- 
satzes j wonach der Intensitätsverlust ^ welchen ein Strahl von 
bestimmter Farbe und Polarisation auf seinem Wege durch 
irgend welche Medien infolge von EeÜexiou, ßrechungp Absorption, 
Zerstreuung erleidet, genau gleich ist dem IntensitätsverluBti 
welchen ein Strahl von entsprechender Intensität^ Farbe und 
PolariBation auf dem gerade entgegengesetztem Wege erleidet 
Daraus folgt unmittelbar, daß die auf die Grenzfläche zweier 
Medien auffallende Strahlung stets nach beiden Seiten hin gleich 
gut hin durchgelassen bez. reflektiert wird, für jede Farbe, 
Achtung und Polarisation. 

§ 39, Die zweite Beziehung (41) bringt die in den beiden 
Substanzen bestehenden Strahlungsintensitäten miteinander in 
Znsammenhang, sie besagt nämlich, daß beim thermodynamischen 
Gleichgewicht die spezifischen Strahlungsintensitäten 
einer bestimmten Schwingungszahl in beiden Medien 



' H, V, HELMBOtT^, Handbuch der PhjöiologiÄcheD Optik. L Lieferung. 
Leip£igf Leop. Voas, 1856, p. 169* YgL auch ÜEUtHOLTz' VorlesuDgen 
über die Theorie der Wirme^ beraufigegeben vo» F^EiCHAaz, Leipzig, 
J* Ä. Barth, 1903, p, 161. Die dort für besonder« Falle gemachten Ein- 
schiitnktiDgeEi dea Beziprositätee&tseA sind hier gegenatandBlofl, da es sich 
hier nur nm TemperaturstrahluDg (§ 7) handelt 
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sich umgekehrt verhalten wie die Quadrate der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten oder direkt wie die Qua- 
drate der Brechungsezponenten.^ 

Substituiert man für 9^ seinen Wert aus (27), so kann 
man auch sagen: Die Größe: 

(42) q^^^q^'-^ 

hängt nicht ab von der Natur der Substanz, ist also 
eine universelle Funktion der Temperatur T und der 
Schwingungszahl v. 

Der hohe Wert dieses Satzes beruht offenbar darauf, daß 
er eine Eigenschaft der Strahlung angibt, die für alle Körper 
in der Natur gleichmäßig gUt, und die daher nur an einem ein ^ 
zigen ganz beliebig aujsgewlQilten Körper bekannt zu sein braucht, 
um sogleich vollständig allgemein ausgesprochen werden zu 
können. Die hierdurch gebotene Möglichkeit werden wir später 
benutzen, um jene universelle Funktion wirklich zu berechnen, 
in § 161. 

§ 40. Nun fassen wir den weiteren Fall ins Auge, daß die 
Grenzfläche der beiden Medien rauh ist. Dieser Fall ist inso- 
fern viel allgemeiner als der vorher betrachtete, als hier die 
Energie eines von einem Element der Grenzfläche in das Innere 
des ersten Mediums hinein gerichteten Strahlenbündels nicht mehr 
von zwei bestimmten, sondern von beliebig vielen Strahlenbün- 
deln, die aus beiden Medien kommend die Grenzfläche treffen, 
geliefert wird. Es können hier im einzelnen sehr komplizierte 
Verhältnisse eintreten, je nach der Beschaffenheit der Grenz- 
fläche, die überdies von Element zu Element beliebig variieren 
kann. Immer bleiben dabei natürlich nach § 35 die Werte der 
spezifischen Strahlungsintensitäten ^^ und S^' in beiden Medien 
nach allen Richtungen die nämlichen wie im Fall einer glatten 
Grenzfläche. Die Erfüllung dieser für das thermodynamische 
Gleichgewicht notwendigen Bedingung wird begreiflich durch 
den HsLifHOLTZ sehen Reziprozitätssatz, wonach bei der statio- 
nären Strahlung jedem Strahl, der auf die Grenzfläche trifft 
und von dieser difius nach beiden Seiten derselben zerstreut 



^ G. Ejbohhoff, Gesammelte Abhandlungen, Leipzig, J. A. Barth, 
1882, p. 594. R. Claübiüb, Pooo. Ann. 121, p. 1, 1864. 
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wird, an demBelben Orte ein gleich intansiTer gerade entgegen- 
gesetzt gerichteter entspricht, der dorch den ujugekehrten Vor- 
gang an derselben Stelle der Grenzfläche: die Sammlung diffus 
auftretender Strahlung in eine bestimmte Eicbtung^ zustande 
kommt, ebenso wie dies im Innern jedes der beiden Medien der 
Fall ist 

§ 41< Die erhaltenen Sätze wollen wir noch etwas weiter 
Terallgem einem. Zunächst kann, ebenso wie im § 34, die von 
uns gemachte Voraussetzung, daß die beiden Medien räumlich 
weit ausgedehnt sind, ohne weiteres aufgehoben werden, da man 
beliebig viele Trennungsflächen einführen kann, ohne daß das 
the nnodynamische Gleichgewicht gestört wird* Dadurch sind wir 
dann auch in den Stand gesetzt, sogleich zu dem Falle beliebig 
vieler, beliebig großer und beliebig geformter Substanzen über« 
gehen zu können. Denn wenn ein System von beliebig vielen 
sich gegenseitig berührenden Substanzen sich im thermodynami- 
sehen Gleichgewicht befindetj so wird das Gleichgewicht in keiner 
Weise gestört, wenn man eine oder mehrere der Berührungs- 
flächen zum Teil oder ganz als für Wärme undurchlässig voraus- 
setzt Hierdurch können wir immer den Fall beliebig vieler 
Substanzen zurückführen auf den zweier in eine für Wärme 
undurchlässige Hülle eingeschlossener Substanzen, und daher 
den Satz ganz allgemein aussprechen, daß beim thermodyna* 
mischen Gleichgewicht eines beliebigen Systems die spezifische 
Strahlungsintensität ff^ in jeder einzelnen Substanz durch die 
universelle Funktion (42) bestimmt wird. 

§ 43. Wir betrachten nun ein in eine f&r Wärme undurch- 
lässige Hülle eingeschlossenes System von n nebeneinander ge- 
lagerten emittierenden und abaorbierenden Körpern beliebiger 
Größe und Form im Zustand des thermodynamischen Gleich- 
gewichtes, und fassen wieder, wie in § 36, ein monochromatisches 
geradlinig polarisiertes Strahlenbündel ins Auge, welches von 
einem Element dtr der Grenzfläche zweier Medien innerhalb des 
Elementarkegels dQ in der Kichtang nach dem ersten Medium 
fortschreitet (Fig, 3, s. den gefiederten Pfeil). Dann ist die von 
dem Bündel gelieferte Energie für die Zeiteinheit, wie in (34) j 



dtr cos i9 * dii S^ dv ^ L 



(43) 



Diese Strahlungsenergie / setzt sich zusammen aus einem 
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Teil, der mittels regulärer oder diffuser Reflexion an der Grenz- 
fläche aus dem ersten Medium kommt, und aus einem anderen 
Teil^ der durch die Grenzfläche hindurch aus dem zweiten 
Medium kommt Wir wollen aber jetzt bei dieser Art Ein- 
teilung nicht stehen bleiben^ sondern wollen die Elinteilung 
darnach einrichten, in welchem der n Medien die einzelnen 
Teile der Strahlung / emittiert worden sind. Dieser Gesichts- 
punkt ist ein von dem vorigen wesentlich verschiedener. Denn 
die Strahlen, welche z. B. aus dem zweiten Medium durch die 
Grenzfläche hindurch in das betrachtete Bündel hineingelangen, 
brauchen keineswegs alle im zweiten Medium emittiert worden 
zu sein, sondern können unter Umständen einen langen, sehr 
komplizierten Weg durch verschiedene Medien zurückgelegt 
haben, in dessen Verlauf sie den Einflüssen der Brechung, 
Reflexion, Zerstreuung und teilweisen Absorption beliebig oft 
unterworfen waren. Ebenso brauchen die Strahlen des Bündels i, 
welche aus dem ersten Medium kommend bxl da reflektiert 
worden sind, durchaus nicht alle im ersten Medium emittiert 
worden zu sein. Es kann auch vorkommen, daS ein Strahl, der 
in einem Medium emittiert ist, auf seinem Wege durch andere 
Medien hindurch wieder in das ursprüngliche Medium zurück- 
gelangt und dort entweder absorbiert wird oder zum zweiten 
Male aus dem Medium austritt. 

Wir wollen nun, unter Berücksichtigung aller dieser Mög- 
lichkeiten, den Teil von /, der von Volumenelementen des ersten 
Mediums emittiert worden ist, ganz gleichgültig, welche Wege 
seine einzelnen Bestandteile eingeschlagen haben, mit J^, den, 
der von Volumenelementen des zweiten Mediums emittiert worden 
ist, mit I2 bezeichnen usw. Dann muß sein: 

(44) /=/, + ^ + i,+ . ..+/„, 

denn in irgend einem Eörperelement muß jeder Bestandteil 
von / emittiert worden sein. 

§ 43. Um nun näheres über die Herkunft und die Bahnen 
der einzelnen Strahlen zu erfahren, aus denen sich die Strahlungen 
-^1« ^j ' •• ^n zusammensetzen, ist es am zweckmäßigsten, den 
umgekehrten Weg zu gehen und nach dem künftigen Schicksal 
desjenigen Strahlenbündels zu fragen, welches dem Bündel / 
gerade entgegengesetzt gerichtet ist, also vom ersten Medium 
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kommend innerhalb des KegeUdQ auf das Oberflächenelement cf tr 
des zweiten Mediums trifft Denn da jeder optische Weg auch 
in umgekehrter Richtung gangbar ist^ 80 erhält man durch diese 
Betrachtung sämtliche Bahnen, auf denen Strahlen in das Bändel I 
hineingelangen können, so kompliziert sie auch im übrigen sein 
mdgen. Ist J die Intensität dieses umgekehrten, auf die Grenz- 
fläche zu gerichteten, ebenso polarisierten Bündels, so ist nach 
§40: 

J=I\ (45) 

Die Strahlen des Bündels J werden an der Grenzfläche d fr 
teils reflektiert^ teils durchgelassen, regulär oder difl'us, hierauf 
in beiden Medien teils absorbiert, teils zerstreut, teils wiederum 
reflektiert oder in andere Medien durchgelassen usw*, je nach 
der Konfiguration des Systems. Schließlich aber wird das ganze 
Bündel J, nachdem es sich in viele einzelne Strahlen verzweigt 
hat^ in den n Medien Tollständig absorbiert werden* Bezeichnen 
wir denjenigen Teil von J^ weicher schließlich im ersten Medium 
absorbiert wird, mit /j, denjenigenj welcher schließlich im zweiten 
Medium absorbiert wird, mit J^ usw., so ist mithin: 

Nun sind die Volumenelemente der n Medien^ in denen die 
Absorption der Strahlen des Bündels J stattfindet, genau die- 
selben, wie die, in welchen die Emission der Strahlen stattfindet, 
aus denen sich das oben zuerst betrachtete Bündel / zusammen- 
setzt* Denn nach dem Helmholtz sehen Reziprozitätasatz kann 
keine merkliche Strahlung aus dem Bündel / in ein Volumen- 
element dringen, aus welchem keine merkliche Strahlung in das 
Bündel / hineingelangt^ und umgekehrt» 

Bedenkt man ferner, daß die Absorption eines jeden Volumen- 
filementa nach (42) proportional ist seiner Emission, und daß nach 
dem Helmholtz sehen Reziprozitätssatz die Schwächung, welche 
die Energie eines Strahles auf irgend einem Wege erleidetf 
immer gleich ist derjenigen Schwächung, welche die Energie 
des Strahles auf dem umgekehrten Wege erleidet, so erhellt, 
daß die betrachteten Volumenelemente die Strahlen des Bündels J 
gerade in demselben Verhältnis absorbieren, wie sie durch ihre 
Emission zur Energie des entgegengesetzten Bündels / beitragen; 
und da überdies die Summe / der von allen Volumenelementen 
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durch Emissioii gelieferten Energien gleich ist der Samine J der 
von allen Elementen absorbierten Energien, so muß auch der toh 
jedem einzelnen Element aus dem Bündel / absorbierte Energie- 
betrag gleich sein dem voü demselben Element in das Bündel / 
emittierten Energiebetrag, Mit anderen Worten: Der Teil 
eines Strahlenbündels /, welcher aus einem bestimmten 
Volumen irgend eines Mediums emittiert worden ist^ 
ist gleich demjenigen Teile des entgegengesetzt ge* 
richteten Strahlenbündels /(= i), welcher in demselben 
Volumen absorbiert wird. 

Es sind also nicht nur die Summen / und J einander 
gleich, sondern auch ihre Beatandteile: 

(46} /,=/,, J. = i,> ^^^ ^« = 4- 

§ 44» Die Größe ^ t d* h. die Intensität des vom zweiten 
Medium in das erste Medium emittierten Strahlenbündels, nennen 
wir nach G» KiRGHHOFF ^ das Emissionsvermögen £^ des zweiten 
Mediums^ während wir als Absorptionsvermögen Ä desselben 
Mediums das Verhältnis von J^ zu J bexeichneni d, h. denjenigen 
Bruchteil des auf das zweite Medium fallenden Strahlenbündels, 
welcher in diesem Medium absorbiert wird. Also: 



(47) 



S=A{^/), .4 = ^(^1). 



Die Größen E und Ä hängen ah von der Natur heider 

Medien und der Temperatur, von der Schwingungszahl i-' und 
von der Polarisationsrichtung der betrachteten Strahlungj ferner 
von der Beschaffenheit der Grenzfläche, von der Größe des 
Plächenelements da und des Öffnungswinkels du, endlich von 
der geometrischen Ausdehnung und der Form der gesamten 
Oberfläche beider Medien, sowie von der Natur und Form 
sämtlicher anderer im Sjatem vorhandener Körper. Denn wenn 
z. B, ein aus dem ersten in das zweite Medium eingedrungener 
Strahl von letzterem hin durchgelassen wird^ kann er möglicher- 
weise irgendwo anders reflektiert werden, dadurch in das zweite 
Medium zurückgelangen und dort absorbiert werden. 

Bei diesen Festsetzungen gilt gemäß den Gleichungen (46), 
(45) und (43) der KmcHHOPPsche Satz: 

^ 0. KiEOHHOFF, GBBftmaielte Abh&Qdltmgen, ISSS^ p. 574. 
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= I = d 0* cos 1^' dß ■ S, d v , 



(48) 



d. h. das Verhältnis des EmisBioosvermdgens %\km 

AbsorpttonsTermögen eines Korpers ist unabhängig 
von der Beschaffenheit des Körpers. Denn dies Verhältais 
ist gleich der Intensität des im ersten Medium fortschreitenden 
Strahlenbündels, welche nach der Gleichung (27) von dem zweiten 
Medium gax nicht abhängt. Von der Beschaffenheit des ersten 
Mediums ist aber der Wert jenes Verhältnisses abhängig, in- 
sofern als nach {42} nicht die Größe ff,, sondern die Größe q^^^ 
eine uniTerselle Funktion der Temperatur und der Schwingungs- 
zahl ist G, Kibchhopf hat den Beweis seines Satzes nnr unter 
der Voraussetzung gefuhrtj daß im ersten Medium weder 
Absorption noch Zerstreuung der Strahlung stattfindet. Das- 
selbe gilt von dem neueren sehr Yereüifachten Beweise von 
E. PeingsheimJ 

§ 46* Wenn speziell das zweite Medium ein schwarzer 
Körper ist (§ 10), so absorbiert es die ganze auffallende Strahlung. 
Daher ist dann /^ = J, ^ = 1 und E = I^ d.h. das Emissions^ 
vermögen eines schwarzen Körpers ist von seiner 
Beschaffenheit unabhängig. Es ist größer als das 
Emissionsverinögen irgend eines anderen Körpers von 
derselben Temperatur, und direkt gleich der Intensität 
der Strahlung im angrenzenden Medium, 

g 46. Wir fügen hier, ohne näheren Beweis, noch einen 
allgemeinen Reziprozitätssatz an, der sich dem am Schluß des 
§ 43 ausgesprochenen eng anschließt, und der folgendermaßen 
lautet: Beim thermodynamischen Gleichgewicht be- 
liebiger emittierender und absorbierender Körper ist 
derjenige Teil der von einem Körper .4 emittierten 
Energie einer bestimmten Farbe, welcher von irgend 
einem anderen Körper B absorbiert wird, gleich dem- 
jenigen Teile der von ß emittierten Energie derselben 
Farbe, welcher von A absorbiert wird. Bedenkt man, daß 
jeder emittierte Energiebetrag eine Verminderung der Körper- 
wärme, jeder absorbierte Energiebetrag eine Vermehrung der 



^ E. PaiNasHEin, Verhandlungen der Deutscliea PhysikaUscben GeBeü- 
Bchaft, 3, p. Bl, 190t 
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Körperwärme bedingt^ so erhellt daraus« daß beim thermo- 
dynamischen Gleichgewicht je zwei beliebig herausgegriffene 
Körper (oder Körperelemente) vermittelst der Strahlung gegen- 
seitig gleichviel Körperwärme austauschen. Dabei ist natürlich 
wohl zu unterscheiden zwischen der emittierten Strahlung und 
der gesamten Strahlung, die von einem Körper zu einem anderen 
hingelangt 

g 47. Das ftbr die Größe (42) gültige Gesetz läßt sich auch 
noch in einer anderen Form aussprechen, wenn man statt der 
spezifischen Strahlungsintensität St^ die räumliche Dichte u, der 
monochromatischen Strahlung aus (24) einftLhrt Man erhält 
dann den Satz« daß bei der Strahlung im thermodynamischen 
Gleichgewicht die Größe: 

(49) u.^» 

eine für alle Substanzen identische Funktion der Temperatur T 
und der Schwingungszahl v ist^ Eine anschaulichere Form ge- 
winnt dieser Satz noch, wenn man bedenkt, daß auch die Größe 

(50) u. dv . -J 

eine universelle Funktion von T, v und dv ist, und daß das 
Produkt Ur dv nach (22) die räumliche Strahlungsdichte derjenigen 
Strahlung ist, deren Schwingungszahl zwischen v und v + dv 

liegt, während der Quotient — die Wellenlänge eines Strahles 

von der Schwingungszahl v in dem betrachteten Medium dar- 
stellt Dann erhält der Satz folgende einfache Fassung: Beim 
thermodynamischen Gleichgewicht beliebiger Körper 
ist die in dem Kubus einer Wellenlänge enthaltene 
Energie der monochromatischen Strahlung für eine be- 
stimmte Schwingungszahl in allen Körpern die näm- 
liche. 

§ 48. Wir wollen schließlich noch auf den bisher unbe- 
rücksichtigt gebliebenen Fall der diathermanen Medien (§ 12) 
eingehen. Im § 27 sahen wir, daß in einem von einer adiaba- 
tischen Hülle umschlossenen Medium, welches für eine bestimmte 



' Bei der Anwendung auf stark dispergierende Substanzen ist zu 
beachten, daß in diesem Satze die Identität der Größe q in (24) und der 
Größe q in (87) vorausgesetzt ist 
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Farbe diathermao ist, bei jeder beliebigen Strahlungsintensität 
dieser Farbe thermodyüamisches Gleichgewicht bestehen kann^ 
daß aber unter allen möglichen Strahlungsintensitäten eine be- 
stimmte, dem absoluten Maximum der Gesamtentropie das 
Systema entsprechende, existieren muß, welche das absolut 
stabile Strablungsgleichgewicht bezeichnet In der Tat nimmt 
in der Gleichung (27) die Strahlungsintenaität S^ für u^ = Q und 

^ ^ den Wert - an, und tann daher ans dieser Gleichung 

nicht berechnet werden. Aber man sieht auch sogleich weiter, 
daß die nötige Ergänzung zu dieser Unbestimmtheit geliefert 
wird von der Gleichung (41), welche besagt, daß beün thermo- 
dynamischen Gleichgewicht das Produkt <y^S?^ für alle Subatanzen 
den nämlichen Wert besitzt. Daraus ergibt sich unmittelbar 
auch für jedes diathermane Medium ein bestimmter Wert von 
S^f der hierdurch vor allen anderen Werten ausgezeichnet ist. 
Die physikalische Bedeutung dieses Wertes erkennt man eben- 
falls unmittelbar aus der Betrachtung des Weges, auf dem jene 
Gleichung hergeleitet wurde: es ist diejenige Strahlungsintensität, 
welche in dem diathennanen Medium hestebt, wenn es sich bei 
der Berühnmg mit einem beliebig absorbierenden und enut^ 
tierenden Medium im thermodynamischen Gleichgewicht befindet. 
Auf das Volumen und die Form des zweiten Mediums kommt 
es dabei gar nicht an; insbesondere kann das Volumen beliebig 
klein genommen werden* Somit läßt sich folgender Satz aus- 
sprechen: Obwohl in einem diathermauen Medium von ?om- 
herein bei jeder beliebigen Strahlungsintensität thermodyna- 
misches Gleichgewicht besteheü kann, so gibt es doch in 
jedem diathermauen Medium für eine bestimmte 
Schwingungszahl bei einer bestimmten Temperatur 
eine durch die universelle Funktion (42) bestimmte 
Strahlungsintensität, welche insofern die stabile zu 
nennen ist, als sie sich immer dann einstellt, wenn 
das Medium sich mit einer beliebigen emittierenden 
und absorbierenden Substanz im stationären Strah* 
lungsaustausch befindet 

§ 49, Nach dem im § 45 ausgesprochenen Satze ist bei 
der stabilen Wärmestrahlung in einem diathermanen Medium 
die Intensität eines Strahlenbündels gleich dem Emissionsver- 
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des MediuiDB entsprechende stabile, durch die EmiBsion ein es 
schwarzen Körpers dargestellte und daher auch kurz als ,,schwarz'« 
bezeichnete ^ ; dagegen ist die Strahlungsinten&itat für alle Farben, 
bezüglich derer das Medium diatherman ist^ Bur dann notwendig 
die stabile, schwarze » wenn das Medium sich mit eine absor- 
bierenden Substanz in stationärem Strahlungsaustauscb befindet. 
Von Medien, die für alle Strahlenarten diatherman sind, 
existiert nur ein einziges: das absolute Vakuum, welches aller- 
dings in der Natur nur annähernd herzustellen ist. Doch be- 
sitzen auch die Gase, z. B. die atmosphärische Luft, bei nicht 
zu großer Dichtigkeit und für nicht zu kurze Wellen, mit großer, 
in den meisten ITällen praktisch vollkommen hinreichender An- 
näherung die optischen Eigenschaften des Vakuums. Insofern 
dies der Fall ist, kann die Fortpflanzungsgescbwindigeit q für 
alle Schwingnngszahlen als die gleiche: 



e = 3'10^"^ 



cm 



(51) 



angenommen werden, 

§ 51, In einem von total reflektierenden Wänden nm- 
Bcblossenen Vakuum kann daher von vornherein jeder beliebige 
Strablungszustand stationär sein. Sobald man aber in das 
Vakuum eine beliebig kleine Menge einer ponderablen Substanz 
hineinbringt, so stellt sich mit der Zeit ein stationärer Strahlungs- 
zustand her, in welchem die Strahlung einer jeden Farbe, die 
von der Substanz in merklichem Betrage absorbiert wird, die 
der Temperatur der Substanz entsprechende, durch die uni* 
verseile Funktion (42) für q = c bestimmte Intensität ff» besitzt, 
während die Strahlungsintensität der übrigen Farben unbestimmt 
bleibt. Ist die eingebrachte Substanx für keine Farbe diatherman, 
z, B. ein beliebig kleines Stückchen Kohle, so besteht beim 
stationären Strahlungs^ustand im ganzen Vakuum für alle Farben 
die der Temperatur der Substanz entsprechende Intensität ff,, 
der schwarzen Strahlung. Die Größe ß^ als Funktion von p be- 
trachtet ergibt die spektrale Verteilong der schwarzen Strahlung 
im Vakuum oder das sogenannte normale Energie spektrum, 
welches ausschließlich von der Temperatur abhängt* Im Normal- 
spektrum, als dem Spektrum der Kmission eines schwarEen 



* M. TamESf , Verbandlungen der Deatachen Pb^Bik&tiBchen Geadl- 
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Körpers, ist die Strahlungsintensität einer jeden Farbe die größte^ 
welche ein Körper bei der betreffenden Temperatur überhaupt 
emittieren kann. 

§ 53. Man kann also eine ganz beliebige Strahlung, die 
anfangs in dem betrachteten evakuierten Hohlräume mit total 
reflektierenden Wänden herrscht, durch Einbringung eines 
winzigen Kohlestäubchens in schwarze Strahlung verwandeln. 
Charakteristisch für diesen Vorgang ist der Umstand, daß die 
Körperwärme des Kohlestäubchens beliebig klein sein kann gegen 
die Strahlungsenergie, die in dem beliebig groß zu nehmenden 
Hohlräume vorhanden ist, und daß daher in diesem Falle nach dem 
Prinzip der Erhaltung der Energie die gesamte Strahlungsenergie 
auch bei der eintretenden Umwandlung wesentlich konstant bleibt, 
da die Änderungen der Körperwärme des Stäubchens selbst bei 
endlichen Temperaturänderungen desselben gar nicht in Betracht 
kommen. Das Kohlestäubchen spielt dann lediglich die Rolle 
einer auslösenden Wirkung, indem es den Anstoß dazu gibt, 
daß in der ursprünglich vorhandenen Strahlung die Intensitäten 
der verschieden gerichteten, verschieden polarisierten Strahlen- 
bündel der verschiedenen Schwingungszahlen sich auf gegen- 
seitige Kosten verändern, entsprechend dem Übergang des 
Systems aus einem minder stabilen in einen stabileren Strahlungs- 
zustand, oder aus einem Zustand kleinerer in einen Zustand 
größerer Entropie. Vom thermodjnamischen Standpunkt aus 
ist dieser Vorgang ganz analog der Verwandlung, die in einem 
Quantum Knallgas durch einen minimalen Funken, oder die in 
einem Quantum übersättigten Dampfes durch ein winziges Flüssig- 
keitströpfchen hervorgerufen wird; denn auf die Zeit kommt eä 
hier nicht an. In allen diesen Fällen ist die Größe der Störung 
eine minimale und steht in gar keiner Beziehung zu der Größe 
der an der Verwandlung beteiligten Energiemengen, so daß man 
bei der Anwendung der beiden Hauptsätze der Thermodynamik 
die Ursache der Gleichgewichtsstörung: das Kohlestäubchen, 
den Funken, das Tröpfchen gar nicht zu berücksichtigen braucht 
Es handelt sich jedesmal um den Übergang eines Systems aus 
einem mehr oder minder labilen in einen stabileren Zustand, 
wobei nach dem ersten Hauptsatz die Energie des Systems 
konstant bleibt und nach dem zweiten Hauptsatz die Entropie 
des Systems zunimmt. 



Zweiter Abachnitt 



Folgerungen aus der Elektrodynamik 
und der Thermodynamik, 



Erstes Kapitel Maxwell scher Strahlungsdruck. 

g 53. Während wir im Torigen Abschnitt flir die Dar- 
stellung deL' Strahlung» Vorgänge lediglich die aus der elementaren 
Optik bekannten, im § 2 zusammengefaßten Sätze benutzt habeu^ 
welche allen optischen Theorien gemeinsam sind, wollen wir Ton 
jetzt an die elektromagnetische Theorie des Lichtes benutzen, 
und beginnen damit^ indem wir eine Folgerung ableiten, welche 
dieser Theorie eigentümlich ist» Wir wollen nämlich die Größe 
der mechanischen Kraft berechneoi welche ein im Vakuum fort- 
schreitender LichU oder Wärmestrahl beim Auftreffen auf eine 
ruhend gedachte spiegekde {§ 10) Fläche ausübt 

Zu diesem Zwecke stellen wir zunächst die allgemeinen 
Maxwell sehen Gleichungen für einen elektromagnetischen Vor- 
gang im Vakuum auf. Sie lauten , wenn der Vektor (g die 
elektrische Feldstärke (Intensität des elektrischen Feldes) im 
elektrischen Maße, der Vektor ^ die magnetische Feldstärke 
im magnetischen Maße bedeutet^ in der abgekürzten Bezeichnung 
der Vektorrechnung: 

d — öcurl^ ^^— öcurlg l 

diTg^O diy$ = 0, ) ^^^* 

Wer mit den hier benutzten Symbolen nicht vertraut ist, kann 
sich deren Bedeutung leicht aus den folgenden Gleichungen (53) 
rückwärts ergänzen* 

§ 54, Um zu dem Fall einer ebenen beliebig gerichteten 
Welle überzugehen, setzen wir voraus, daß alle Zustandsgrößeu 
außer von der Zeit t nur von einer einzigen der drei Koordi- 
naten z\ y\ z' eines orthogonalen rechtshändigen Koordinaten- 
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Systems abhängen, z. B. 
Gleichungen (52) auf: 



(53) 



von X , 



Dann reduzieren sich die 



^r-o 


7.'-" 


dt ~ " dx' 


a^^ ae^ 
dt "" a«' 


ae^ a*,, 

dt ~ " dx' 


ae.' ae^ 

dt ~ ^ dx' 


dx* 


7:-" 



Hieraus ergibt sich als allgemeinster Ausdruck flir eine ebene, 
in der Richtung der positiven x'- Achse im Vakuum fort- 
schreitende Welle: 



(54) 






^.'-f[i-'-), 



JC<0. 



WO f und g zwei beliebige Funktionen eines einzigen Arguments 

vorstellen. 

§ 55. Nun treffe diese 
Welle auf eine spiegelnde 
Fläche, z. B. auf die Ober- 
fläche eines absoluten Leiters, 
d. L einer Substanz (Metall) 
von unendlich großer Leitungs- 
fähigkeit In einem solchen 
Leiter bewirkt schon eine un- 
endlich kleine elektrische Feld- 
stärke einen endlichen Leitungs- 
strom; daher ist in ihr die 
elektrische Feldstärke S stets 
und überall unendlich klein. 
Der Einfachheit halber setzen 
wir außerdem den Leiter als 
unmagnetisierbar voraus, d. h. 
wir nehmen die magnetische Induktion © in ihm gleich der 
magnetischen Feldstärke $ an, wie im Vakuum. 
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Legen wir die ai-Achse des rechtshändigen Koordinaten- 
gystems (x, ^, r) in die nach dem Innern des Leiters gerichtete 
Normale seiner Oberfläche, so ist die x- Achse das Einfallslot 
Die (x'/)-Ebene legen wir in die Kinfallsebene und machen sie 
zur Bildebene (Fig, 4). Ferner können wir, ohne die Allgemein- 
heit zu beschränken, auch die ^- Achse io die Bildebene legen, 
bfio daß die ;t:- Achse mit der t '«Achse zusammenfällt (in der 
Figur TOm Bilde zum Beschauer gerichtet). Der beiden Koordi- 
natensystemen gemeinsame Anfangspunkt liege in der Ober- 
fläche- Ist endlich t^ der Einfallswinkel, so sind die gestrichenen 
und die ungestrichenen Koordinaten durch die folgenden Glei- 
chungen miteinander verknüpft: 



X — x' cos & — y' muß 
y = X* sin rf + y' cos & 



x' ^ X C08 & ^ ynin^ 
y' = ^ xBm & -i- y QQB & 



Ganz dieselben Transformationsgleichungen gelten, wenn man 
die Koordinaten durch die Komponenten der elektrischen oder 
der magnetischen Feldstärke in beiden Koordinatensystemen er- 
setzt Dadurch erhalten wir für die Komponenten der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärke der einfallenden Welle in bezug 
auf das ungestrichene Koordinatensystem nach (54) die Werte: 



(E^ =— sin* / 
ffi^ = cos ö^ • /* 



$^ = sin*-i? 
^^ = — cos*' 

©. = A 
wo in die Funktionen f nnd g das Argament 



* 



(65) 



{88) 



eingesetzt zu denken ist. 

g 66. In der Grenzfläche der beiden Medien ist a; = 0. Für 
diesen Wert müssen also nach den allgemeinen elektromagnetischen 
ürenzbedingnngen die in die Grenzfläche fallenden Komponenten 
der Feldstärken, d. h» hier die vier Größen g^ ®^, ^^, ^^ auf beiden 
Seiten der Grenzfläche einander gleich sein* Nun ist im Leiter 
nach der oben gemachten Voraussetzung die elektrische Feld- 
[atäfke <£ unendlich klein; folglich müssen (£^ und @^ auch im 
Vakuum für x = verschwinden. Diese Bedingung kann nur 

4* 



Mt im^E UkMw^ 



nmwtfoäi^tmmt 



mtA OM raAiUierte Wdb nmBBt, 
WiDe nperpoiuerl, mid zvmr in der Wme, daB fie m die y* 
lad j^BichtiMg fafimdiB dektri^tien FeldbmifOBeiiteii der 
beideo W<llia ach im aDn PimkleQ der Graufidie in jedem 
Angwlilidi gsgemKÜig giende Aafliebea. HmdvFch mid durch 
die BedioigiiBg, dii die raiefctkfte Walle eine ebeoe Ist und 
sidi nmch itckwlrts in dai bmeto iim Yaknnnü hinein fort- 
pfisazt, sictd auch die ^bfigeo vier EompooeiilM der reSektierten 
Welle foUkotnmeo bestimmt; tie sind alle Fnnklionen des einen 
AfgnmenUi 



(57j 



t — 



-- xtfm& + yiis^ 



Die Attsf&hnmg der Bechnimg ergibt als KompoDentea des 
gewmten durch die Superpoatioo der beiden Wellen im Yaknum 
gebUdeten elektromagoetischen Felden f^r die Punkte der Grenz- 
flftche (z ^ 0) die Ausdrücke : 

^^ = sin »? -^ — ain ^ -^ = 

^^ » — cog ^'^ — cos &'§ = ^2coB&*ff 

wo nach (56) und (57) in die Funktionen f und g überall Abb 
Ai^umeut: 



(58) 



I- 



y tiiit?^ 



eingesetzt zu denken ist 

Mit Hilfe dieser Werte ergibt sich dann auch die elek- 
triache und die magnetische Feldstärke innerhalb des Leitera 
unmittelbar an der Grenzfläche jc = 0: 



m 






wo wieder in die Funktionen f und g das Argument t — ^^ — 

ß 

eiuge«ietzt zu denken ist Denn die Komponenten von ffi ver- 



MaxweUstJter StrafUungsdruck 



53 



Ecbwindeii im absoluten Leiter alle^ und die Komponenten «^^^ 
£>^ ^, sind an der Grenzfläche alle stetig: die letzten beiden 
als tangentieUe Komponenten der Feldstärke, die erete als 
Nonnalkomponente der magnetischen Induktion 99 (§ 55), welche 
ebenfalls durch jede Grenztiäche stetig hindurchgeht 

Dagegen ist, wie man sieht, die Kormalkomponente der 
elektrischen Feldstärke: g^ unstetig; ihr Sprung ergibt das 
Vorhandensein einer elektrischen Ladung an der Grenzfläche, 
deren FMchendichte nach Größe und Vorzeichen beträgt: 






(80) 



Im Innern des Leiters, in endlicher Entfernung tou der Grenx* 
fläche, d. h* f[lr x > 0, sind alle sechs Feldkomponenten un- 
endlich klein. Daher fallen die für x ^ endlichen Werte 
Ton $,^ und §^ mit wachsendem x unendlich schnell gegen 
Null ab. 

§ 67, Durch das im Vakuum vorhandene elektromagnetische 
Feld wird eine gewisse mechanische Kraft auf die Leitersubatanz 
ausgeübt, deren Komponente normal zur Oberfläche wir berechnen 
wollen. Dieselbe ist teils elektrischen, teils magnetischen Ur- 
sprungs* Betrachten wir zunächst die erstere: g^. Da die an 
der Leiteroberfläche befindliche elektrische Ladung sich in 
einem elektrischen Felde hetindet, so wirkt auf sie eine mecha- 
nische Kraft, die gleich ist dem Produkt der Ladung und der 
Feldstärke, Da aber die Feldstärke unstetig ist^ nämlich auf der 
Seite des Vakuums: — 2 sin ^*/", auf der Seite des Leiters: 0, 
80 erhält man die Größe der auf das Flächenelement da der 
Oberfläche des Leiters wirkenden mechanischen Kraft 3^ nach 
einem bekannten Satz der Elektrostatik durch Multiplikation 
der in (tiO) berechneten elektrischen Ladung des Flächenelenients 
mit dem arithmetischen Mittel der elektrischen Feldstärke auf 
beiden Seiten, mithin: 



d^^'-^fätj-i-nm&'n^^ 



2^ 



pdfT. 



Diese Kraft wirkt in der Richtung nach dem Vakuum zu, äußert 
sich also als Zug. 

§ 68, Jetzt berechnen wir die mechanische Kraft magne- 
tischen Ursprungs: g^. Im Innern der Leitersubstanss fließen 
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gewisse Leitongsströme, deren Intensität und Eichtang durch 
den Vektor 3 der Stromdichte: 

(61) 3 = _L..curl§ 

bestimmt ist Nun wirkt auf jedes Ton einem Leitongsstrom 
durchflossene Raomelement dx des Leiters eine mechanische 
Kraft, die gegeben ist durch das Vektorprodukt: 

(62) 4^-[3.&]. 

Die Komponente dieser Kraft normal zur Leiteroberfläche 
[x = 0) ist daher: 

und wenn man die Werte von 3^ und g^ aus (61) einsetzt: 

^. [es /Ml « l^\ _ CS /!& _ 1M\ 

An r'löx dx) ^9\dx dyjl 

Die in diesem Ausdruck vorkommenden Di£ferentialquotienten 
nach y und nach x sind nach der Bemerkung am Schluß von 
§ 56 gegen die nach x verschwindend klein; daher reduziert er 
sich auf: 



--:f^-(s,4^+». 



dx 



Wir betrachten nun einen aus dem Leiter ausgeschnittenen, auf 
seiner Oberfläche senkrechten Zylinder mit dem Querschnitt d a^ 
der von a; = bis a: = oo reicht Die gesamte auf diesen Zylinder 
in der Richtung der 2> Achse wirkende mechanische Kraft magne- 
tischen Ursprungs ist dann, da dr = da'dx: 

ü 

und durch Litegration, da für a: = oo § verschwindet: 

da 

8 71 



5. = -^(V+«'^')' = « 



oder nach den Gleichungen (59): 

Durch Addition von g, und g„ ergibt sich die ganze auf 



g^=|^.(cos».^-<7»+n. 
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den betrachteten Zylinder in der Richtang der aj- Achse wirkende 
mechanische Kraft: 

S = -^co8»«>(/^» + i7^, (63) 

welche sich als ein in normaler Richtang auf die Oberfläche 
des Leiters nach dem Innern desselben wirkender Druck äußert, 
der als „Maxwell scher Strahlungsdruck" bezeichnet wird. Die 
Existenz und auch die Größe des Strahlungsdruckes wurde zuerst 
von P. Lebedew^ durch subtile Messungen mit dem Radiometer 
als mit der Theorie übereinstimmend gefunden. 

§ 59. Wir wollen den Strahlungsdruck in Beziehung bringen 
zu der auf das Oberflächenelement da des Leiters im Zeit- 
element dt auffallenden Strahlungsenergie Idt. Dieselbe beträgt 
nach dem Po ykting sehen Energieströmungsgesetz: 

also nach (55): 

Idt^—GO^O-if^ + g^da dt. 

Durch Vergleich mit (63) ergibt sich: 

Hieraus berechnen wir endlich den gesamten Druck p^ 
d. h. diejenige mechanische Kraft, welche eine beliebige, aus 
dem Vakuum kommende, den Leiter treffende und von ihm 
vollständig reflektierte Strahlung auf die Oberflächeneinheit des 
Leiters in normaler Richtung ausübt. Die Energie, welche 
innerhalb des Elementarkegels: 

rfß = ^md^ d& d(p 

in der Zeit dt auf das Flächenelement da gestrahlt wird, be- 
trägt nach (6): 

^Idt = Kcos&'dÜdadt, 

wo K die spezitische Intensität der Strahlung in der Richtung 
von dQ auf den Spiegel zu bedeutet Dies in (64) eingesetzt 
und über dSi integriert, ergibt für den Gesamtdruck aller auf 
die Oberfläche fallender und dort reflektierter Strahlenbündel: 



^ P. Lebedew, Dbudes Ann. 6, p. 433, 1901. Vgl. feraer: £. F. Nicuols 
undG. P. Hüll, Dbudbs Ann. 12, p. 225, 1903. 



•5.3 



i=- i:=w^^fi 



wi hk ^hestkuii ji mcdc uf v ^>m ) ins ±t. in 6ezu 



* X ' * — 

wer ^PHin Äicr r n« riamlirae ^^baolimesifien? « ae 21* 

TiijÄr Wir: i;s Sfeiamn^s^nriKi» mc xxnJcksc wsr ftr 
i^a > il. iai iti iafamii ier SfeMum« «el iar Obcsfldie 
^ije? iäuel-xccai lOJLMiiHrsMnÄraL LaDss äribi«^. mad wir 
w^riea ua v&Li«£r '7«a ia -^larTmiirfTXjimsc&fflL DeduksuMen im 

der peicuLÜitf^a Scrulinx ladi X!WaL sznf pua beiiriijge 

i::?h:ir:^ r^i^^i ien ScaiIiz;»ir3»A» xui Aar StnUüags* 
eiieryle kOa::^? kau i» Frw^ ;&xfv«^;ft« oi ifia» Besiehmg 
wirklivrh eia« 5{>^ii>& Fcw??rTL3^ oer f!l<k:nMLi(CKteciK& TlMocie 
ist. ^\!er ob sie jict Tielieici; iavi 42i sUfempeÜMre nargHiscke 
tv-:w. th^nnodTBÄaiischif U"^?«fcptt^^*^l irlmiai BJSc Um diese 
tV^^ XU entscheiden, wctec wir d«j«iijpHi Scnhlits^sdnick 
[vereehnen, der sich aas der SrwTv^^scfc«! EaLftfia&onsHieorie 
leji Lichtes er^ben würde, welche Theorie ja aat %lem Enorfie- 
[^riuiip ÄU sich wohl xertr^ich ist. N*ch ihr :§t die darch 
^iuetx im Vakuum fortschreitenden lichtstr^hl einer Fliehe ra- 
j^e^^trahUe baiergie gleich der lebendi^n Krjift dör auf die 
KUche trt^ffeuden Lichtpartikel, die sich alle mit der ko<islante& 
Lie^chwiudigkeit c l>ewe^>n. Pie Abnahme der Intensität der 
iCt\w>5it^5^trahluug mit der Kntleruuug erklärt sich dann einfach 
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ans der Abnabme der ränmlichen Verteiliingsdichte der Licht- 

partüel. 

Kennen wir also n die Anzahl der in der Voluinenemlieit 
enthaltenen Lichtpartikel, m die Masse einer Partikel, so ist 
zunächst für ein paralleles Lichtbündel die Zahl der in der 
Zeiteinheit auf das Element da einer spiegelnden Oberfläche 
unter dem Einfallswinkel (^ treffenden Partikel: 



U'G* COS &*di7 

nnd ihre lebendige Kraft: 



/== neGQ^tf da ' 



^ nmcQsS- 



~2~ 



dfT , 



(67) 



(68) 



Um andererseits den Normaldruck dieser Partikel auf die 
Oberfläche tu bestimmen, beachten wir, daß die Normal- 

komponente der Geschwindigkeit e*cos»^ einer jeden Partikel 
bei der Reflexion in die entgegengesetzte verwandolt wird. Daher 
ynrd die Normal komponente der Bewegungsgröße (Impulskoordinate) 
einer jeden Partikel bei der Reflexion um —2mccoE& ge- 
ändert Dies ergibt fdr alle betrachteten Partikel nnch (67) die 
Änderung der Bewegungsgröße: 

— 2«im cos*it-c*d<r. (69) 

Ist nun der spiegelnde Körper in der Richtung der Spiegel- 
normalen frei beweglich^ und es %irkt außer dem Stoße der 
Lichtpartikel keine Kraft auf ihn, so wird er durch die Stoße 
in Bewegung gesetzt werden, uud zwar nach dem Gesetz von 
Wirkung und Gegenwirkung in der Weise, daß die Bewegunga- 
größe, welche er in einem gewissen Zeitin terTall annimmt, gleich 
und entgegengesetzt ist der Änderung der Bewegungsgrößen 
aller in demselben Zeitintervall an ihm reflektierten Lichtparlikel 
Läßt man aber noch eine besondere konstante Kraft von außen 
auf den Spiegel wirken, so kommt zu der Bewegungsgrößen- 
änderung noch die von dieser Kraft gelieferte Bewegungsgröße 
hinzu, welche gleich ist dem Impuls der Kraft» d, h. dem Produkt 
der Kraft mal dem betrachteten Zeitin ter?all 

Daher wird der Spiegel dauernd in Ruhe bleiben ^ wenn 
die konstante von außen auf ihn wirkende Kraft so gewählt 
wird, daß ihr Impuls für irgend eine Zeit gerade gleich ist der 
in derselben Zeit eintretenden Änderung der Bewegungsgrößen 
der an dem Spiegel reflektierten Partikel, und daraus folgt* daß 
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die Kraft g selbst, welche die Partikel durch ihren Anprall 
gegen das Flächenelement da ausüben, gleich und entgegen- 
gesetzt ist der Änderung ihrer Bewegungsgröße flir die Zeit- 
einheit, wie sie durch (69) ausgedrückt ist, nämlich: 

g = 2nmcos^d--c^da 

und mit Benutzung von (68): 

cy 4 C03 v^ r 

S = — ^-./. 

Vergleicht man diese Beziehung mit der Gleichung (64), in 
welcher alle Zeichen die nämliche physikalische Bedeutung 
haben, so erkennt man, daß der Newton sehe Strahlungsdruck 
doppelt so groß ist als der Maxwell sehe bei gleicher Energie- 
strahlung, und daraus folgt mit Notwendigkeit, daß die Größe 
des Maxwell sehen Strahlungsdruckes nicht aus allgemeinen 
energetischen Überlegungen abgeleitet werden kann, sondern 
daß sie der elektromagnetischen Theorie eigentümlich ist. Daher 
sind auch alle aus dem Maxwell sehen Strahlungsdrucke ab- 
geleiteten Folgerungen als Folgerungen der elektromagnetischen 
Lichttheorie, und alle Bestätigungen derselben als Bestätigungen 
dieser speziellen Theorie anzusehen. 



Zweites Kapitel. Stefan-Boltzmannsclies Stralilungsgesetz. 

§ 61. Wir denken uns im folgenden einen vollständig 
evakuierten Hohlzylinder mit einem absolut dicht schließenden, 
in vertikaler Richtung ohne Reibung frei beweglichen Kolben. 
Ein Teil der Wandung des Zylinders, etwa der feste Boden, 
bestehe aus einem schwarzen Körper, dessen Temperatur T 
willkürlich von außen reguliert werden kann. Die übrige Wand, 
auch die innere Kolbenfläche, sei vollständig reflektierend. Dann 
wird, bei ruhendem Kolben und bei konstant gehaltener Tem- 
peratur T, die Strahlung im Vakuum nach einiger Zeit den 
Charakter der schwarzen^ nach allen Richtungen gleichmäßigen 
Strahlung (§ 50) annehmen, deren spezifische Intensität K und 
räumliche Dichte u nur von der Temperatur T abhängt, ins- 
besondere auch unabhängig ist von dem Volumen Fdes Vakuums, 
also von der Stellung des Kolbens. 
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Bewegt man nun den Kolben nach unten, ao wird die 

Strahl 11 Dg auf einen kleineren Raum zusammengedrängt, bewegt 
man ihn nach oben, so dehnt sie sich auf einen größeren Raum 
aus. Gleichzeitig kann man auch die Temperatur T des schwarzen 
Boden körpers durcU Zuleitung oder Ableitung äußerer Wärme 
willkürlich verändern. Dadurch treten jedesmal gewisse Störungen 
des stationären Zustanden ein; es läßt sich aber durch gehörige 
Verlangsamung der willkürlich vorgenommenen Änderungen von 
V und T immer erreichen, daß die Abweichungen von den Be- 
dingungen des stationären Zustandes beliebig klein bleiben^ und 
daß man daher, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, den 
Strahlunga zustand im Vakuum immer als einen therm odynami - 
sehen Gleichgewichtszustand betrachten kann, ganz ähnlich, wie es 
in der Thermodynamik ponder abier Substanzen bei sogenannten 
unendlich langsamen Prozessen geschieht, in denen die jeweiligen 
AbweichutigenWom Gleichgewichtszustand zu vemachläasigen sind 
gegenüber den Änderungen, die das behandelte System schließ- 
lich durch den ganzen Prozeß erleidet. 

Hält man z, B. die Temperatur T des scbwar^ien Boden- 
körpers konstant, waa durch geeignete Verbindung desselben 
mit einem Wärmereservoir von großer Kapazität geschehen kann, 
so wird bei Hebung des Kolbens der schwarze Körper so lange 
stärker emittieren als absorbieren, bis der neu geschaffene Raum 
mit der nämlichen Strahlungsdichte wie früher angefüllt ist, 
umgekehrt wird bei Senkung des Kolbens der schwarze Körper 
die überschüssige Strahlung absorbieren, bis wieder die ursprüng- 
liche, der Temperatur T entsprechende Strahlung hergestellt ist 
Ebenso wird bei Erhöhung der Temperatur T des schwarzen 
Körpers, die durch Wärmezuleitung aus einem um ein äußerst 
Geringes wärmeren Reservoir bewirkt werden kann, die Strah- 
lungsdichte im Vakuum durch Mehremission entsprechend er- 
höht werden, usw. Zur größeren Beschleunigung der Herstellung 
des Strahlungsgleichgewichtes kann man den reflektierenden 
Mantel des Hohlzylinders als weiß (§ 10) voraussetzen, da durch 
die diffuse Reflexion die durch die Bewegungsrichtnng des Kolbens 
etwa entstehenden Vorzugsrichtungen der Strahlung schneller 
ausgeglichen werden. Als reflektierende Kolbenfläche w^oUen 
wir aber bis auf weiteres einen vollkommenen Metallapiegel 
wählen* um des Maxwell sehen Strahlungsdruckes (66) auf den 




Di ÜB VimmUlmatßm^ «riefe bei itm Uer in Auge g^ 
üBlm^ Prm*smm wom anies nf dss IjctiagMate %st^m^ den 
danlNlimUteii BoUnme, ^atlfindeti, teil ■iiiiniiiiliiii Natur 
(TenriMmif im tMdnrerten Kolben^ Mli UwiaAer Natur 
(9fMmtM$MMg tOBi und zum Beaerrm) mid, ao Iiaben sie eioe 
(|Mrig0i Almtickkeit mit den in der Tbefno^nuBsk geiribiilieli . 
Mnehtetej] Votgiagiefi, nur daß hier das anpimde gelegte 
Sjvtem keia materielles ia% wie 2^ B. ein Gas. sondern ein rein 
ffffgPtifffJiflt ' Wenn aber die Hauptsätze der Thermodjnamik 
in der Naliir unirerselle Gültigkeit besitzen» was wir hier ftberali 
Toraussetzen, m mHasen sie auch Mr das hier betrachtele StfSfceni 
Bedeutung haben. Es muS nämlich bei irgend einer in der 
Nattir eintretenden Veränderung die Eneiigie aller an der Ände- 
rang beteiligten Systeme konstant bleiben (erster Haupt^tz]k 
und es muß femer die Entropie aller an der Änderung beteiligten 
Systeme größer werden^ im Grenzfall, hei retersibeln Prozessen, 
ungeandert bleiben (zweiter Haaptsatz). 

§ 62* Bilden wir zunächst die Gleichung des ersten Haupt- 
satzes für eine unendlich kleine Ändernng des betrachteten 
STstems. Daß dem durchstrahlten Hoblranoi eine bestimmte 
Energie zukommt, haben wir schon früher (§ 22} aus dem Um- 
stand abgeleitet, daß die Energiestrablung sich mit endlicher 
Geschwindigkeit fortpflanzt Wir bezeichnen sie mit 6". Dann ist: 



(10) 



U^ Vu, 



wobei Uf die riumlicbe Strahlnagedichte, allein von der Tem* 
p^rmtur T des schwarzen Bodenkörpers abhängt. 

Die bei einer Vergrößerung des Volum eus V des Hohl- 
Vi^mno^ um d V von dem System gegen die äußeren Druckkräfte 
(^Wwiohl des belasteten Kolbens) geleistete Arbeit ist p^dV^ 
^s^fifm, I* den Maxwell sehen Strahlungsdruck (06) darstellt 
(li^«i^ Bolmg von mechanischer Energie wird also außerhalb 
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des Systems gewonoen, indem das Gewicht gehoben wird» Der 
Fehler, den wir dadurch begehen^ daß wir hier den Strahlungs- 
drtick auf eine rahende Fläche benntzen^ während doch die re- 
flektierende Fläche während der Volumenänderung sich bewegt, 
ist ofifenbar i^u TernachlEsBigen, da man sich die Bewegung mit 
beliebig kleiner Geschwindigkeit erfolgend denken kann. 

Bezeichnet ferner Q die unendlich kleine WarmemeugB im 
mechanischen Maße, welche von dem echwar^en Bodenkörper 
an den durchstrahlten Raum durch Mehremission abgegeben 
wird, 80 verliert der Bodenkörper bez. das mit ihm in Verbin- 
dung stehende Wärmereseryoir diese Wärme Q, wodurch seine 
innere Energie sich um diesen Betrag vermindert Folglich ist 
nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik, da die Summe 
der Strahl ungsenergie und der Energie der materiellen Körper 
konstant bleibt: 

dU + pdV- Q = Q. (71) 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik kommt 
dem durchstrahlten Vakuum auch eine bestimmte Entropie 
zu. Denn wenn die Wärme Q von dem Wärmereservoir an 
den Hohlraum abgegeben wird, so verkleinert sich die Entropie 
dea E&^ervoirs^ und zwar verändert sie sich um: 

T 

Infolgedessen muß, da in anderen Körpern keine Änderungen 
eintreten — denn der starre und absolut reflektierende Kolben 
mit dem darauf lastenden Gewicht ändert auch bei der Bewegung 
seinen inneren Zustand nicht — als Kompensation eine Entropie- 

anderung mindestens im Betrage ~- in der Natur eintreten, 

durch welche jene Verkleinerung kompensiert wirdj und hierfür 
kann nur die Entropie des durchstrahlten Hohlraumes in An- 
spruch genommen werden, die wir mit S bezeichnen wollen* 

Da nun aber die hier beschriebenen Prozesse aus lauter 
Gleichgewichtszuständen bestehen^ so sind sie vollkommen rever- 
sibel, es findet also keine Entropievermehrung statt, sondern 
wir haben; 



dS^f^o, 



(72) 
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oder aus (71): 

(73) ds = l^^^. 

In dieser Gleichung stellen die Größen U, p, V und S ge- 
wisse Eigenschaften der Wärmestrahlung vor, die durch den 
augenblicklichen Zustand der Strahlung ToUkommen bestimmt 
sind. Folglich ist auch die Größe T eine gewisse Eigenschaft 
des Zustandes der Strahlung, d. h. die schwarze Strahlung 
im Hohlraum besitzt eine gewisse Temperatur T, und 
diese Temperatur ist diejenige eines mit der Strahlung im 
Wärmegleichgewicht stehenden Körpers. 

§ 63. Wir wollen nun aus der letzten Gleichung diejenige 
Folgerung ableiten, die aus dem umstand entspringt^ daß der 
Zustand des betrachteten Systems und mithin auch seine 
Entropie durch die Werte zweier unabhängiger Variablen be- 
stimmt ist. Als erste Variable wählen wir F, als zweite können 
wir entweder T, oder w, oder p wählen, von welchen drei Größen 
zwei durch die dritte allein bestimmt sind. Wir wollen die 
Temperatur T neben dem Volumen V als unabhängige Variable 
nehmen. Dann ergibt die Substitution von (66) und (70) in (73): 

(74) dS^-^-^dT+^dV. 
Daraus: (|^)^=^-^, und (|^)^ 

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen partiell nach V, 
die zweite partiell nach T, so ergibt sich: 

dTdV ^ T dT ^ ST dT ST« ' 

j du Au 

oder: Tf^^' 

Integriert: 

(75) M = a r* 

and nach (21) als spezifische Intensität der schwarzen Strahlung: 

(76) K=-^u^^-T*. 

^ ' 4n An 

Femer als Druck der schwarzen Strahlung: 

(77) i> = |-^' 



Au 
3T 
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^ 



und als Gesamtenergie der Strablang: 

U=aT*-V. 



(78) 



Pieaes Gesetz, welches ausspricht, daß die räumliche Dichte 
und die spezifische lütensität der scliwarzen Strahlung der 
vierten Potenz der absoluten Temperatur proportional sind, ist 
zuerst von J. Stefan* auf Gruud ziemlich roher Messungen 
aufgestellt, später von L. Boltzmann^ auf thermodynamischer 
Grundlage ans dem MA^WELLSchen Strahlungsdruck abgeleitet, 
und in neuerer Zeit durch exakte Messungen von 0* Lümmeb 
und E. PfiiNGSHEiM^ zwischen 100*^ und 1300** C, wobei die 
Temperatur durch das Gasthermometer definiert wurde, bestätigt 
worden» lo Temperaturgehieten und bei Genauigkeitsanforde- 
ningen, für welche die Angaben der verschiedenen Gasthermo- 
meter nicht mehr genügend miteinander übereinatimmen oder 
überhaupt nicht zu ermitteln sind, kann das Stefajj-Boltzmann- 
scbe Strahlungsgeset2 zu einer absoluten j von jeder Substanz 
unabhängigen Definition der Temperatur verwendet werden* 
§ 64. Der Zahlenwert der Konstanten a ergibt sich aus 
Messungen von F. Kuhlbaum.* Hiernach ist, wenn man mit S, die 
gesamte Energie bezeichnet, die von 1 qcm eines auf t^ G be- 
findlichen schwarzen Körpers in 1 sec in die Luft ausgestrahlt 
wirdt 

^100 - ^0 - 0^0731 ^^ = 7,31 ^ 10» — ^ 



cm' 



cm" sec 



Da nun die Strahlung in Luft nahezu identisch ist mit der 
Strahlung ins Vakuum, so kann nach (7) und (76) gesetzt werden; 



8, = .ir=Y 



'(273+0* 
und wir erhalten: 

'5i(M>-*5o= ^-(373*^273*). 



Also: 



4'T,3l ^10' 



9aO^*'^(B73^ 



,...,.. =^7.061-10-^^ f"g^, , (79) 
i* - 273*) * cm*grad* ^ ' 



» J, Stefan, Wien. Ber. 70, p. 391, 1879, 

* L. BoLTZMAinT, WiED, Ann, 22, p. 291^ 1691 
■ O, LüHMEti imd E. PftiMdSHStM, Wird. Ann* 63, p. S95, 1897* 

Diici>ES Ann, 3, p, 159, 1900. 

* F- KcBLfi^tJM, WiEt^. Ann. 65, p. 759, 1898* 
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§ 65* Die Qr&8e der Entropie S der schwarzen Strahlung 
ergibt sich durch Integration der Differentialgleichung (73} zu: 



(80) 



S^ 3^^** V, 



wenn man eine belanglose additive Konstante fortläßt. BarauB die 
Entropie der Volumeneinheit, oder die räumliche Entropie- 
dichte der schwarzen Strahlung: 



(81) 



^=s = iaTK 



g 66, Wir wollen uns zunächst noch von einer be- 
schränkenden Voraussetzung befreien ^ die wir machen mußten, 
um den von uns im vorigen Kapitel berechneten Wert des 
MiJ£WBLLSGhen Strahlungi^Llruckes anwenden zu können. Bisher 
hatten wir den Zylinder als fest und nur den Kolben als frei 
beweglich angenommen. Jetzt wollen wir uns das ganze Gefäß, 
bestehend aus dem Zylinder, dem schwarzen Boden und dem 
Kolben, der in einer bestimmten Höhe über dem Boden an der 
Wandung des Zylinders befestigt sei, uns im Räume frei beweg- 
lich denken. Dann muß daa Gefäß als Ganzes nach dem 
Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung^ da gar keine Kraft 
von außen darauf wirkt, dauernd in Ruhe bleiben* Dies würde 
übrigens auch dann gefolgert werden müssen, wenn man das 
Gegenwirkunpprinzip nicht von vornherein für diesen Fall als 
gültig anerkennen wollte. Denn würde das Gefäß in Bewegung 
geraten, so könnte die lebendige Kraft dieser Bewegung nur auf 
Kosten der Wärme des Bodenkörpers oder der Strahlungsenergie 
entstehen, da sonst keine andere disponible Energie in dem von 
einer starren Hülle umschlossenen System vorhanden ist, und 
es müßte zugleich mit der Energie auch die Entropie des 
Körpers oder der Strahlung abnehmen, was dem zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamit widersprechen würde, da sonst 
keine Entropieänderungen in der Natur eintreten* Das Gefäß 
befindet sich also als Ganzes im mechanischen Gleichgewicht. 
Daraus folgt sogleich, daß der Druck der Strahlung auf den 
schwarten Boden ebensogroß ist wie der entgegengesetzt ge- 
richtete auf den spiegelnden Kolben, daß also der Druck der 
schwarzen Strahlung auf einen schwarzen Körper von der näm- 
lichen Temperatur ebensogroß ist wie der auf einen spiegelnden 
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Körper^ und das nämlicli© laßt sich leicht für eine beliebige 
vollständig retlektierendö Fläche beweisen, die man am Boden 
des Zylinders befindlich annehmen kann, ohne den stationären 
Strahlungsznstand irgendwie zu stören. Daher läßt sich bei 
allen vorhergehenden Betrachtungen das Spiegelmetall durch 
einen beheb igen vollständig reflektierenden oder auch durch 
einen schwarzen Körper von der Temperatur des Bodenkörpera 
ersetzen, und man kann aUgemein den Satz aussprechen, daß 
der StrahluDgsdruck nur von der Beschaifenheit der hin- und 
hergehenden Strahlung, nicht aber Ton der Beschaffenheit der 
angrenzenden Substanz abhängt. 

§ 67, Wenn bei der Hebung des Kolbens die Temperatur 
des schwarzen Bodenkörpers durch entsprechende Wärmezufuhr 
aus dem Reservoir konstant erhalten wird, so verläuft der 
Vorgang isotherm. Dann bleibt mit der Temperatur T auch 
die Energiedichte u, der Strahlungsdrack p und die Entropie- 
dichte s konstant; infolgedessen wächst die Gesamtenergie der 
Strahlung von U^ w V auf IT ^u V'j die Entropie von S='sV 
auf S" ^ sV, und für die aus dem Wärmereservoir zugeführte 
Wärme erhält mau durch Integration von (72) bei konstantem Ti 

oder nach (81) und (75): 

Wie man sieht, iibei*steigt die von außen zugeflihrte Wärm© 
den Betrag der Veraiehrung der Strahlungsenergie [IT — ü) nm 
^[U* — U), Diese Mehrzufuhr von Wärme ist nStig, um die 
mit der Vergrößerung des Strahluugsvolumens verbundene äußere 
Arbeit zu leisten, 

§ 68* Betrachten wir auch einen reversibeb adiabati- 
sehen Prozeß. Hierfür ist notwendige daß nicht nur der Kolben 
und die Manteldäche, sondern auch der Boden des Zylinders 
als vollständig retiektierend, etwa als weiß, vorausgesetzt wird. 
Dann ist bei der Kompression oder Ausdehnung des Strahlungs- 
raumes die von außen zugefuhrte Wärme Q = 0, und die Energie 
der Strahlung ändert sich nur um den Betrag der äußeren 
Arbeit p*dV, Um indessen sicher zu seiDj daß bei einem end- 
lichen adiabatischen Prozeß die Strahlung in jedem Augenblick 



06 l^hlgerungm üua dm* Eh^rodynamik und d&r TTwrmödynQmik 



Tollständig stabil isti d. h, den Charakter der schwarzen StraHaug 
besitzt^ wollen wir innerhalb des evakuierten Hohlranmes noch ein 
minimaleB KohleBBtäubcheo als vorhanden voraussetzen. Dieses 
Körperchen, von dem wir annehmen können, daß es für sämt- 
liche Strahlenarten ein von Null verschiedenes Abaorptions- 
vermögen besitzt, dient nur dazu, um das stabile Gleichgewicht 
der Strahlung im Hohlraum herzustellen (§51 f,) und dadurch 
die Reversibilität des Vorgangs zu verbürgen, wärhrend seine 
Körperwärme gegen die Strahlungsenergie U so klein an* 
geoommen werden kann, daB die zu einer merklieben Tempe- 
raturänderung des Stäubchens erforderliche Wärmezufuhr ganz 
£U vemach lässigen ist. Bann herrscht in jedem Augenblick des 
Prozesses absolut stabiles Strahlungsgleichgewicht, und die Strah- 
lung besitzt die Temperatur des in dem Hohlraum beändlichen 
Stäubchens. Yolumen, Energie und Entropie des Stäubchens 
können ganz vernachlässigt werden. 

Bei der reveraibeln adiabatischen Änderung bleibt nach (72) 
die Entropie S des Systems konstant Es folgt also als Be- 
dingung dieses Prozesses aus (80) t 

r3,7^const 

oder auch nach (77)r p*vi =^ const, 

d* h. bei adiabatischer Kompression steigt die Strahluugs- 
temperatur und der Strahlungsdruck in der angegebenen Weise* 
Die Energie der Sirahlung U ändert sich dabei nach dem G^esetz: 

^ = |5 = conBt, 

d. h» sie wächst proportional der absoluten Temperatur, trotzdem 
das Volumen kleiner wird. 

§ 69. Wir wollen schließlich noch als weiteres Beispiel 
einen einfachen Fall eines irre versib ein Prozesses betrachten. 
Der allseitig von absolut reflektierenden Wänden umschlossene 
Hohlraum vom Volumen V sei gleichmäßig von schwarzer Strahlung 
erfüllt. Nun stelle man, etwa durch Drehen eines Hahnes, an 
irgend einer Stelle der Wandung eine kleine Oflhung her, durch 
welche die Strahlung in einen anderen ebenfalls von absolut 
reflektierenden festen Wänden umgebenen vollständig evakuierten 
Baum austreten kann. Dann wird die Strahlung zunächst einen 
sehr unregelmäßigen Charakter annehmen , nach einiger Zeit 
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aber wird sich ein stationärer Strahlnngszustand einstellen, der 
beide kommunizierende Bäume ^ deren Gesamtvolumen V sei, 
gleichmäßig erf&llt. Durch die Anwesenheit eines Eohlestäubchens 
sei daftLr gesorgt^ daß auch im neuen Zustand alle Bedingungen 
der schwarzen Strahlung erfüllt sind. Dann ist, weil weder 
äußere Arbeit noch äußere Wärmezufuhr stattgefunden hat, nach 
dem ersten Hauptsatz die Energie im neuen Zustand gleich der 
im alten: IT = U, und daher nach (78): 

jT* F' = y* F 



^=i/- 



F_ 



und dadurch der neue Gleichgewichtszustand vollkommen be- 
stimmt Da F' > V, so ist die Temperatur der Strahlung durch 
den Vorgang erniedrigt worden. 

Nach dem zweiten Hauptsatz muß die Entropie des Systems 
gewachsen sein, da sonst keine äußeren Veränderungen statt- 
gefunden haben; in der Tat ist nach (80): 



s' r* F 



1 = |/-^>1. (82) 



S T*F 

§ 70. Wenn der Vorgang der irreversibeln adiabatischen 
Ausdehnung der Strahlung vom Volumen F auf das Volumen F' 
genau ebenso erfolgt, wie vorhin beschrieben, nur mit dem 
einzigen unterschied, daß kein Eohlenstäubchen in das Vakuum 
eingelagert ist, so wird nach Herstellung des gleichmäßigen 
StrahluDgszustandes, welche infolge der diffusen Beflexion an den 
Wänden des Hohlraums nach gehöriger Zeit eintreten wird, 
im neuen Volumen F' die Strahlung nicht mehr den Charakter 
der schwarzeu Strahlung haben, also auch keine bestimmte 
Temperatur besitzen. Wohl aber besitzt auch dann die Strahlung, 
wie überhaupt jedes in einem bestimmten Zustand befindliche 
physikalische System, eine bestimmte Entropie, die nach dem 
zweiten Hauptsatz größer ist als die anfängliche S, aber nicht 
so groß als die oben in (82) ausgedrückte S\ Ihre Berechnung 
kann erst auf Grund späterer Sätze erfolgen (vgl. §103). Bringt 
man dann nachträglich in das Vakuum ein Eohlestäubchen, so 
stellt sich durch einen zweiten irreversibeln Prozeß das absolut 
stabile Strahlungsgleichgewicht her, indem die Strahlung bei 
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konstanter Gesamtenergie die normale Energieverteilung der 
schwarzen Strahlung annimmt, und die Entropie steigt dabei 
auf den durch (82) gegebenen Maximalwert S'. 



Drittes Kapitel. Wiensciies Versciiiebungsgesetz. 

§ 71. Wenn durch das Stefan -Boltzmakn sehe Gesetz 
die Abhängigkeit der räunüichen Dichte u und der spezifischen 
Intensität K der schwarzen Strahlung von der Temperatur be- 
stimmt ist, so ist dadurch für die Kenntnis der auf eine be- 
stimmte Schwingungszahl v bezogenen räumlichen Strahlungs- 
dichte Uyy und der spezifischen Strahlungsintensität ^^ der 
monochromatischen Strahlung, welche miteinander durch die 
Gleichung (24), und mit u und K durch die Gleichungen (22) 
und (12) verknüpft sind, noch verhältnismäßig wenig gewonnen, 
und es bleibt als ein Hauptproblem der Theorie der Wärme- 
strahlung die Au%abe bestehen, die Größen u^ und S^ für die 
schwarze Strahlung im Vakuum, und dadurch nach (42) auch 
in jedem beliebigen Medium, als Funktionen von v und T zu 
bestimmen, oder mit anderen Worten: die Verteilung der Energie 
im Normalspektrum für jede beliebige Temperatur anzugeben. 
Ein wesentlicher Schritt zur Lösung dieser Aufgabe ist in dem 
von W. Wien aufgestellten sogenannten „Verschiebungsgesetz" ^ 
enthalten, dessen Bedeutung darin besteht, daß es die Funk- 
tionen Uy und Sy der beiden Argumente v und T auf eine Funktion 
eines einzigen Arguments zurückführt 

Den Ausgangspunkt des Wien sehen Verschiebungsgesetzes 
bildet folgender Satz. Wenn die in einem vollständig evakuierten 
Hohlraum mit absolut reflektierenden Wänden enthaltene schwarze 
Strahlung adiabatisch und unendlich langsam komprimiert oder 
dilatiert wird, wie im § 68 beschrieben wurde, so behält die 
Strahlung, auch ohne daß ein Kohlestäubchen sich im 
Vakuum befindet, stets den Charakter der schwarzen 



* W. Wien, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. Berlin vom 9. Febr. 
1893, p. 55. WiED. Ann. 52, p. 132, 1894. Vgl. femer u. a.: M. Thibsbn, 
Verhandlungen der Deutseben PhysikaliBchen Gesellschaft, 2, p. 65, 1900. 
H. A. LoRENTz, Akad. d. Wissensch. Amsterdam, 18. Mai 1901, p. 607. 
M. Abraham, Drudes Ann. 14, p. 236, 1904. 
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Strahlung beL Der Prozeß verläuft also auch im absoluteu 
Vakuum genau so wie im § 68 berechnet wurde, nnd die dort 
als Vorsichtsmaßregel angewandte Einführung deg Kohlestäubchena 
zeigt sich als überflüssig, allerdings nur in diesem spessielien 
Falle, nicht etwa auch in dem § 70 beschriebenen ITalle, 

Die Richtigkeit des ausgesprochenen Sat^ses ergibt sich aus 
folgendem. Man komprimiere den anfängUch mit schwarzer 
Strahlung erfülltea vollständig evakuierten Hohlzylinder adia- 
batisch und unendlich längs am auf einen endhchen Bruchteil 
seines ursprünglichen Volumens, Wäre nun, nach Vollendung 
der EompressioQ, die Strahlung nicht mehr schwarz, so bestände 
kein stabiles therm odynamisches Gleichgewicht der Strahlung 
(§ 51), Dann könnte man durch Einbringnng eines Kohle-^ 
stäubchens, dem im Vergleich zur Strahlungsenergie keine merk* 
liehe Körperwärme zukommt, bei konstantem Volumen und 
konBtanter Gesamtenergie der Strahlujig eine endhche Um- 
wandlung, nämlich den Übergang zum abaolnt stabilen Strahlungs- 
znstand, und damit eine endliche Kntropievermehruug des Systems 
herbeiführen. Diese Veränderung würde natürlich nur die spektrale 
Strahlungsdichte u^ betreffen, während dagegen die gesamte 
Energiedichte u konstaut bleibt Nachdem dies geschehen, 
könnte man, das Kohlestäubchen in dem Eaume belassend, den 
Hohlzylinder wieder adiabatisch und unendlich langsam auf sein 
ursprüngliches Volumen tergrößern und hierauf das Kohle« 
stäubchen entfernen. Dann hat das System einen Kreisprozeß 
durchgemacht, ohne daß irgendwelche äußere Veränderungen 
zurückgeblieben sind. Denn Wärme ist überhaupt weder jsu- 
noch abgeleitet worden, und die auf die Kompression verwendete 
mecbaniscbe Arbeit ist bei der Ausdehnung genau wieder ge- 
wonnen worden; denn diese hängt, ebenso wie der Strahlnnga- 
druck» nur von der Gesamtdichte u der Strahlungsenergie, nicht 
von ihrer spektralen Verteilung ab. Infolgedessen ist nach dem 
ersten Hauptsatz der Thermodynamik auch die gesamte Strahlungs- 
energie am Schluß wieder dieselbe wie am Anfang und daher 
auch die Temperatur der schwarzen Strahlung wieder die nämliche. 
Das Kohlestäubchen und seine Veränderungen zählt nicht mit; 
denn seine Energie und Entropie sind verschwindend klein gegen 
die betreffenden Größen des Systems, Der Ptozeß ist also in 
allen Einzelheiten rückgängig gemacht, man kann ihn beliebig 
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oft hintereinander wiederholen ^ ohne daß irgend eine dauernde 

Veränderung in der Natur eintritt. Dies widerspricht der oben 
gemachten Voraussetzung einer endlichen Entropievermehrung; 
denn eine solche läßt sichj wemi einmal eingetreten^ auf keinerlei 
Weise vollständig rückgängig machen. Es kann also durch die 
Einbringung des Kohlestäubchens in den Strahlungsraum keine 
endliche Entropievermehrung herbeigeführt worden sein, sondern 
die Strahlung befand sich schon vorher und jederzeit im stabilen 
01eichgewichts2ustand. 

§ 72, Damit das Wesentliche dieses wichtigen Beweises 
noch klarer hervortritt, sei auf eine analoge einigermaßen nahe- 
liegende Betrachtung hingewiesen. Ein Hohlraum ^ in dem sich 
anfänglich ein Dampf gerade im Zustand der Sättigung be- 
findet, werde adiabatisch und unendlich langsam komprimiert* 

,,Dann verbleibt der Dampf bei beliebiger endlicher adia- 
hatischer Kompression immer gerade im Zustand der Sättigung, 
Denn würde er z, B, hei der Kompression übersättigt werden, 
80 könnte man, nachdem die Kompression auf einen merklichen 
Bruchteil des ursprünglichen Volumens stattgefunden hat, durch 
Einbringung eines winzigen Fltissigkeitströpfchens, dem keine 
merkliche Masse und Wärmekapazität zukommt, bei konstantem 
Volumen und konstanter Qesamtenergie die Kondensation einer 
endlichen Menge Dampf, und damit den endlichen lJl>ergang in 
einen stabileren Zustand, also eine endliche Entropievermehrung 
des Systems herbeiführen* Nachdem dies geschehen , könnte 
man das Volumen wieder adiabatisch und unendlich langsam 
vergrößern, bis alle Flüssigkeit verdampft ist, und dadurch den 
Prozeß vollständig rückgängig machen^ was der angenommenen 
Entropievermehrung widerspricht" 

Ein solches Beweisveri'ahren würde deshalb fehlerhaft sein, 
weil durch den beschriebenen Prozeß die eingetretene Veränderung 
keineswegs vollständig rückgängig gemacht ist Denn da die 
bei der Kompression des übersättigten Dampfes aufgewendete 
mechanische Arbeit nicht gleich ist der bei der Ausdehnung 
des gesättigten Dampfes wiedergewonnenen, so entspricht einem 
bestimmten Volumen des Systems bei der Kompression eine 
andere Energie als bei der Ausdehnung, und deshalb kann auch 
das Volumen, bei dem alle Flüssigkeit gerade wieder verdampft 
i8t> nicht gleich dem ursprünglichen Anfangsvolumen sein. Die 
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gematmaBte Atialogie ist also hinflUig, nnd die oben in Än^ 

f&hruogszeicheü gesetzte BehauptuDg imrichtig» 

g 73, Wir wollen uns nun wieder den in §68 beschriöbenen 
reversibeln adiabatiscben Prozeß mit der in dem evakuierten HohU 
Zylinder mit weißen Wanden und weißem Boden befindlichen 
Bchwarzen Strahlung ausgeführt denken, indem wir den aus absolut 
spiegelndem Metall bestehenden Kolben unendlich langfiam herab- 
sinken lassen, nur mit dem Unterschied, daß sich diesmal kein 
Kohlestäubchen in dem Zylinder befindet Dann Terlänft der 
Prozeß, wie wir jetzt wissen, genan so wie dort. Wir können uns 
aber nun, da jetzt überhaupt keine Emission und Absorption der 
Strahlung stattfiodet, Rechenschaft geben von den Änderungen, 
welche die einaselnen Strahleubündel des Systems an Farbe und 
Intensität erleiden* Solche Änderungen treten natürlich nur 
bei der ßetlexion an dem bewegten Metall Spiegel, nicht bei der 
Reflexion an den ruhenden Wänden und an dem rulienden Boden 
des Zylinders ein* 

Wenn der spiegelnde Kolben mit der konstanten unendlich 
kleinen Geschwindigkeit v sich herabsenkt, so werden die ihn 
währenddem treffenden monochromatischen Strahlenbündel bei 
der Reflexion eine Änderung ihrer Farbe, ihrer Intensität und 
ihrer Richtung erleiden. Betrachten wir diese verschiedenen 
Einflüsse der Reihe nach hintereinander*^ 

g 74, Zunächst fragen wir nach der Farbenänderung, 
die ein monochromatischer Strahl durch Reflexion an dem un- 
endlich langsam bewegten Spiegel erleidet, und betrachten zu 
diesem Zweck erst den Fall eines in normaler Richtung, von 
unten nach oben» auf den Spiegel fallenden und daher auch in 
normaler Richtung, von oben nach unten, reflektierten Strahles. 
Die Ebene Ä (Fig. 5} bedeute die Lage des Spiegels zur Zeit /, 
die Ebene A' die zur Zeit t + &U wobei die Entfernung 4*^' = v*Si^ 
wenn r die Geschwindigkeit des Spiegels bedeutet. Denken wir 
uns nun durch das durchstrahlte Vakuum in gehöriger Entfernung 



' Eine vollstftiidige Uaung des Probkma der Reflexion einea Strablen- 
b&ndela aD einer bewegten abaolut spiegelnden Fläche, aueh bei beliebig 
großer Geschwiödigkeit derselben, findet sich in der § 71 zitierten Ab- 
handlung von M. ÄBßiiBÄM. Hierbei sind die Geaetze der Elektrodynamik 
bewegter Körper augninde gelegt Vgl, auch desaelben Autors Lehrbncb: 
ElektTomagnetiache Theorie der Strablong, 1005 (Leipzig, B. G. Tenbner). 
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-i'iii >r:e£(^i :»ue iem Spiegel parallele mhende Ebene B ge- 
rtCT. ina :itfrinen wrr k die Wellenlänge des auf den Spiegel 

treffenden^ l' die Wellenlänge 

* — — '^'•■'** des vom Spiegel reflektierten 

»•.*?--•' Strahles, so liegen zur Zeit t 

auf der Strecke AB des 

AB 

iorchstrahlten Vakuums — r— 

Wellen des einfallenden, und 

.^^^ . - Wellen des reflektierten 

^ Scnihles, was man sich etwa 

faAiTinrh Tersinnlichen kann, 

^^ T.^ . > ;K-r^^> y»...>cäri>? ui ien rerschiedenen Punkten 

i -.Ä .•;-- ^i«^-*r xm.!*en :ur ,'i?i: : «eil in Form einer Sinus- 

^ .-. ^. v^^T-\'^n^ ?t»a.x-. l^n jpwäd lie^cen also zur Zeit t 



^\ .•,»■.-. %» :» ^* t •uK*«' tMxi "vi^vk* A>ricr Stnüxl Äusammengenommen. 
\s :H^> \ t -c>: xvö; iti^>ij SC. :<i» iVÄiuxt OS uicht darauf an, 

vs.r'Ä* \x^M m: 'oii . > . >fccuu sich der Spiegel in A' 
s,,»',^i*s » ^*»" '»%-xv»V ».'H-.t.tr 3>fe-!cv^h^!; .4 und B im ganzen 

* * Woüoii 

"\%* v''»«*^' ' ♦** ^■*^*' ä^U^^'^^'s *otu hU die erste, da in dem 
V\si*x »>^ '\ntv:»o»»tH<M»i 4 N' ouu» j:^ntugore Anzahl Wellen von 
V^Ani V^^^»* ^'v"**' i<'»oo» aN xwvhor \\\ dorn größeren Zwischen- 
t<H« t"^ '^'* ''^^"•^^ ^'^'* \XoUou muß während der Zeit St 
i^ A^ '^^\t\*Sow*HtMM •'^^^«vhou doin bewegten Spiegel und der 
y^^ K{sM\o •'» l»*<^»^^%^hi*«H< worden sein, und 7müt durch 
v.^ w>^^^ >' Uuuliuvb nj^oh uhff«n; «lonn auf andwv Wdso kÄun 
' \^ XX^,l5y ^^K xUm bohfiohfolou Raum ve^sehwiwd^^» 

\v^ ^si\,KH \\\\\v\\ dh» nihoiid« Ebene B in dor jrVii ?^. in 
ÄSN^IH»^ ^^ob obou #■ • iW Wellen, in der Kiohtun,^ n^ch 
* ^ \x W^^lb^M. IoImU^'I» i«t <'ie Differenz: 



,,.»- (./' -'/vd+r) 
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oder, da: 
und 



AB-- Ä'B=^V'St 



V V 



c •¥ V 
V = • V, 



oder, da v unendlich klein gegen c, 

§ 75. Wenn die Strahlung nicht in normaler Richtung, 
sondern unter dem spitzen Einfallswinkel & auf den Spiegel 
fällt, so kann man eine ganz ähnliche Betrachtung anstellen, 

Spiyfelt 
Spiegdt-tSt 




mhmd 



ruhend 



Fig. 6. 



nur mit dem unterschied, daß dann der Schnittpunkt A eines 
bestimmten ins Auge gefaßten Strahles BA mit dem Spiegel zur 
Zeit i eine andere Lage auf dem Spiegel hat als der Schnitt- 
punkt A' desselben Strahles mit dem Spiegel zur Zeit t ^ 8i 
(Fig. 6). Die Anzahl der Wellen, welche zur Zeit t auf der 

7? A 

Strecke BA liegen, ist — ^r- • Ebenso ist zu der nämlichen 

Zeit t die Anzahl der Wellen auf der Strecke AC^ welche die 
Entfernung des Punktes A von einer im Vakuum ruhenden 

Wellenebene CC des reflektierten Strahles darstellt, -r~- Im 

ganzen liegen also zur Zeit t auf der Strecke BAC des be- 
trachteten Strahles 

B J. AC 

' X ■*■ X' 

Wellen. Hierbei sei noch bemerkt, daß der Beflexionswinkel d-' 
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nicht genau gleich dem Einfallswinkel ist, sondern^ wie sich 
durch eine einfache geometrische Überlegung zeigen läßt, etwas 
kleiner. Die Diflferenz zwischen & und &' wird sich aber für 
unsere Berechnung als unwesentlich erweisen. 

Femer liegen zur Zeit t + St, wenn der Spiegel durch A' 
geht, auf der Strecke BA'(T 



BA' rc 



Wellen. Die letzte Zahl ist kleiner als die erste, und zwar muß 
die Differenz gleich der Anzahl der Wellen sein, welche während 
der Zeit 3t aus dem Baume, der durch die ruhende Ebene BB' 
und durch die ruhende Ebene CG' begrenzt wird, im ganzen 
hinausgedrängt worden sind. 

Nun gehen durch die Ebene BB' in der Zeit 8 t in den 
Raum hinein v • St Wellen, durch die Ebene CC aus dem 
Raum hinaus v' • St Wellen. Folglich ist 

f , . ^, [BA , AC\ (BA' , A'C'\ 

Es ist aber: 

BA - BA' = AA' = ^^ 

AC- A'C = AA' • cos(i9' + i^-') 

V V 

TT« 1 1 . u / C COS ^ -^ V 

Folguch: V = -r 7 ^ . a/x ' ^' 

® c cos ^ - r cos (^ + ^') 

Diese Beziehung gilt für eine beliebig große Geschwindigkeit v 
des bewegten Spiegels. Da nun in unserem Fall v unendlich 
klein ist gegen c, so wird einfacher: 

Die Differenz der Winkel & und d-' ist jedenfalls von der 
Größenordnung — ; daher kann man hier ohne merklichen 
Fehler d-' durch d- ersetzen, und erhält so: 

(83) .' = ..(1 + ^^^) 

als Schwingungszahl des reflektierten Strahles für schiefe Inzidenz. 
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§76» Aus dem Vorstehendeo erhöUt, daß die SchwinguBga- 
zalilen aller auf den bewegten Spiegel treffenden Strahlen 
durch die Reflexion vergi'ößei't werden, wenn sich der Spiegel 
gegen die Strahlung bewegt, dagegen verkleinert werden, wenn 
der Spiegel aich in Richtung der auffallenden Strahlung bewegt 
{v < ö). Dabei wird aber die gesamte auf den bewegten Spiegel 
fallende Strahlung einer bestimmten Schwingungszahl v keines- 
wegs wieder als monochromatische Strahlung reflektiert, sondern 
die Farbe nändening bei der Reflexion liangt wesentlich mit von 
dem Einfallswinkel if ab. Daher kann man yod einer bestimmten 
spektralen „Verschiebung" der Farbe nur bei einem einzelnen 
bestimmt gerichteten Strahlenbiiudel, dagegen bei der gesamten 
monochromatischen Strahlung höchstens Ton einer spektralen 
„Zersplitterung** reden. Die Farhenänderung ist am größten für 
normale Inzidenz, sie verschwindet ganz ftir streifende Inzidenz. 

g 77. Berechnen wir zweitens die Energieänderung, 
welche der bewegte Spiegel der auftreffenden Strahlung erteilt, 
und zwar gleich für den allgemeinen Fall der schiefen Inzidenz. 
Ein monochromatisches unendlich dünnes un polarisiertes Strahlen- 
hündeli welches unter dem Einfallswinkel & auf ein Blächen- 
element des Spiegels trifft, möge in der Zeit Sf die Energie 
J-St auf den Spiegel fallen lassen. Dann beträgt die mecha- 
nische Druckkraft des Strahlenbündels normal auf den Spiegel 
nach Gleichung (64) bis auf verschwindend kleine Größen: 

und die bei der Bewegung des Spiegels in der Zeit S& von außen 
gegen die auftreffende Strahlung geleistete Arbeit ist mit dem- 
selben Grade der Änniiherung: 



^^St^^^'^-^^ISt. 



(84) 



Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie muß sich dieser 
Arbeitsbetrag in der Energie der reflektierten Strahlung wieder- 
finden. Daher besitzt das reflektierte Strahlenbündel eine größere 
Intensität als das auffallende^ es liefert nämlich in der Zeit ä t 
die Energie:^ 



^ Ea versteht «icHj daB die durch die Bewegtmg des Spiegele ver- 
nraaclite Intensität&äQderung bei der Eeflexion sieh auch rein etektro- 
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dt. 



(85) ISt + ^vSt = l(^l+ ^-^^dt == /' 

Man kann also zusammenfassend sagen: Durch die Reflexion 
eines unter dem Einfallswinkel & auftreffenden monochromati- 
schen unpolarisierten Elementarstrahlenbündels an dem gegen 
die Strahlung mit der unendlich kleinen Geschwindigkeit v be- 
wegten Spiegel wird während der Zeit St die Strahlungs- 
energie I St, deren Schwingungszahlen von v hiB v + dv reichen, 
in die Strahlungsenergie rSi mit dem Schwingungsintervall 
(v, v' + dv") verwandelt, wobei / durch (85), v durch (83) und 
dementsprechend d t^, die Spektralbreite des reflektierten Bündels, 
durch: 

(86) dv' = dv[l+^^^'j 
gegeben ist. Ein Vergleich dieser Werte zeigt, daß 

Der absolute Betrag der bei dieser Verwandlung verschwundenen 
Strahlungsenergie ist nach Gleichung (13): 

(88) I'St ^ 2^ d(T cos & dii dv St 

und daher der absolute Betrag der dabei neu entstandenen 
Strahlungsenergie nach (85): 

(89) r^St^2^,dGC0s&dadv[\ + ^^^^St. 

In diesen beiden Ausdrücken wäre streng genommen noch 
eine unendlich kleine Korrektur anzubringen, da / die Energie- 
strahlung auf ein ruhendes Flächenelement d (t darstellt, während 
doch durch die Bewegung von d <t gegen das auftreffende Strahlen- 
bündel die auffallende Strahlung etwas vermehrt wird. Indessen 
können die entsprechenden Zusatzglieder hier ohne merklichen 
Fehler fortgelassen werden, weil die Differenz der beiden Aus- 
drücke: (/' — /)J^, welche durch (84) dargestellt wird, von jener 
Korrektur offenbar nicht merklich betroffen wird. 



djDamisch ableiten läßt, da ja die Elektrodynamik mit dem Energieprinsip 
in Übereinstimmung ist. Dieser Weg ist etwas umständlicher, dafür 
gewährt er aber einen tieferen Einblick in die Einzelheiten des Vorgangs 
der Reflexion. 
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■11 (it6 HichtuDgsEndeniiigen betrifft^ 

..n StrahJen durch die Reflexion an dem 

rteilt werdeBi so brauchen wir uns der Be- 

' "^T gar nicht zu unterziehen* Denn wenn 

,'(.^gels nur hinreichend langsam erfolgt, ao 

ichmäßigkeiten in der Richtung der Strahlung 

irch die weitere Reflexion an den Gefäßwänden 

. en. Wir können uns ja den ganzen Prozeß 

kleinen Interv allen ausgeführt denken j in der 

" n, nachdem er eine sehr kleine Wegstrecke 

, ....:.:Ji windigkeit zurückgelegt hat, eine Zeitlang 

ten wird^ und zwar so lange, bis alle etwa ent- 

hmäßigkeiten in den Strahlungsrichtungen 

.. .,.,.-,ja an den weißen Wänden des Hohlzjlindera 

''«Dm VerÄchwinden gebracht sind. Wenn man dies Yer- 

','1 lange fortsetzt, ao kann man die Kompression der 

rFin zu einem heliehig kleinen Bruchteil des ursprüng- 

i^oluitiens fortsetzen j und dabei stets die Strahlung als 

ihn Richtungen gleichmäßig betrachten. Dieser stetig 

Ausgleichungsprozeß betrifft naturhch nur die Ver- 

jheit der Strahlungarichtungen; denn Farben- und In- 

ilätsänderungeu der Strahlung, die einmal eingetreten sind^ 

noch noch so minimaler Größe, können offenbar durch 

ion an total reflektierenden ruhenden Wänden mit der 

niemals ausgeglichen werden, sondern bleiben konstant 

jler bestehen. 

^ 79. Mit Hilfe der gewonnenen Sätze sind wir nun 

intide, für den Fall der unendlich langsamen adiabatischen 

äsion des von gleichmäßiger Strahlung erfüllten voll- 

eirakuierten Hohlzylinders die Andening der Strahlungs- 

[diciito für jede einzelne Scbwingungazahl zu berechnen. Wir 

iteu zu diesem Zwecke die Stralilung innerhalb eines heatimmten 

idlich kleinen InterYallfl von Schwingungszahlen, nämlich von*' 

¥ -h dp, zur Zeit t ins Auge^ und fragen nach der Änderung, 

Iche die gesamte Strahlungsenergie j die in dieses bestimmte 

rei^derliche Intervall falltj während der Zeit St erleidet. 

Zur Zeit t ist diese Strahlungaenergie nach (22) Vu^dv, 

Zeit t + J^ ist sie (Fu + 3{Vn)) -dv, ^o die zu berechnende 

leruug: 
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(90) ijv^rd^. 

Die monoGhromatifiche StrmfalnngBciicüite h ist Mfirbei ah Fimktioii 
der beiden -voiifiinander nnabhliigigen Variahelw w und i la 
betrftchteii« deren Ihfierentude dnrcäi die Zeidien d und S nnter* 
Bcfaieden sind. 

Die Aiidemng der inanorhrfwnfttinnhftn StnUnngaenergie 
kommt ledi^ch bei der Beflexian an dem bevegtoi Riegel, 
imd zwar dadnndi xnstaiide, daS eratens gewisse Strahlen, 
welcbe zur Zeit i dem Interrall (r, im) angeh5rai, dnrch die 
bei der Beäezicm erlittene Farben&ndenmg ans diesem Interfall 
anstreten, nnd daß zwdtens gewisse StraUen, welche cor Zeit i 
nidit dem Intervall (r, är\ angehören, dnrch die bei der Beflexion 
erlittene Farben&ndenmg in dieses Intervall eintreten. Wir 
berechnen beide Einflüsse narheynandnr. Die Beredhnnng wird 
wesenttich Terein&cht, wenn wir die Breite dieses Interralls: dw 
so klein nehmen, daß: 

(91; dr klein gegen -t, 

wa« deshalb mö^ch ist, weil dv nnd r gar nicht Toneinander 
abb&juge& 

§ ^« Die Strahlen, welche xnr Zeit i dem Intervall (y, dw) 
Uiifieix6r^u und in der Zeit Sf infolge der Befleodon am be- 
w€^^ii Spi^el aus diesem Interrall anstreten, sind einfieu^h alle 
diejenigen, welche während der Zeit St den bewegten Spiegel 
treffen. Denn die Farbenändenmgy die ein solcher Strahl er- 
leidet, ist nach (83) nnd (91) groß gegen die Breite dp des 
ganzen Intervalls. Wir haben hier also nnr die Energie za 
berechnen, welche während der Zeit Sl dnrch die Strahlen des 
Intervalls (p, dp) auf den Spiegel geworfen wird. 

Für ein Elementarstrahlenbündel, das unter dem Einfalls- 
winkel & auf das Element d<r der Spiegelfläche ftllt, ist diese 
Energie nach (88) und (5): 

ISt^2!trd(icm&dQ dp Si==2$trda sm& cob& d& dq> dp St, 

also für die gesamte monochromatische Strahlung, die auf die 
ganze Spiegelfläche F auffällt, durch Integration über tp von 

bis 2.T, über & von bis | , und über dir Ton bis F: 
(92) 2n F&^drSi. 
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Dieae StrablungseBergie tritt also während der Zeit Si aus dem 
betrachteten SchwinguDgezahliiitervall (y, äff} heraus. 

§ Sl. Bei der Berechnung derjenigen Strahlungseoergiei 
welche während der Zeit St durch die Reflexion an dem be- 
wegten Spiegel in das Intervall {vjdp] eintritt^ müsßen wir die 
unter verBchiedenen Einfallswinkeln auf den Spiegel treffen- 
den Strahlen gesondert betrachten. Da bei positivem v die 
Schwingungazahl durch die Reflexion vergrößert wird, ao be- 
sitzen die hier zu betrachtenden Strahlen zur Zeit t eine 
Schwingungszahl Vj < v. Nehmen wir nun zur Zeit t ein mono- 
chromatisches Strahlenbündel vom Scbwingungsintervall {ffi^dv^)^ 
welches UBter dem Einfalkwinkel ^ auf den Spiegel trifft, 30 
wird es durch die Reflexion immer und nur dann in das Inter- 
vall {v,dp) eintreten, wenn 

„=.„,(1+ ^"';'^ ) und dv^dv,[l+^^^y 



Diese Beziehungen ergeben eich^ wenn man in die Gleichungen (83) 
und (86) an die Stelle von v und v% der Schwingungszahlen 
vor der Reflexion und nach der Reäexion, beziehungsweise v^ 
und if setzt 

Die Energie, welche dieses Strahlenbündel während der 
Zeit 3 t in das Intervall {v, dv) hineinbringt, ergibt eich aus (89), 
wenn man darin ebenfalls 1^^ an die Stelle von p Beizt, zur 

2 Rv, da cos & dii dp^ (l + ll^^\ 3( = 2i 
Nun ist; 



2SndaoQB&dQd¥Öt, 



d^ 



Also bis auf un- 



wobei wir voraussetzen» daß -_ — endlich ist 
endlich kleine Größen höherer Ordnung; 

Dadurch wird die gesuchte Energie : 

2da(a - lJLip±^\ sint^ cosi^ d& dif dp St, 

und durch Integration dieses Ausdrucks über d ff, fp und ^, wie 
oben, ergibt sich die gesamte Strahiangsenergie, welche während 




;>>t^ ^>!tf!titiuuur ^rxbn tat vol anisr Tni»niifii?ii 

;eMV^ r. ^J^*«^ ?ii^ iärawift- ▼»: -tat Art mr«r 

tMM uy^ ^^7 iH^ir»» scniüiEcia; SHuieza. fxr eime Straklmsg 

lt/^>!A^lM Jla^krxagR» «ier ma ^t wIHf h kknot Gcatkwmdi^beil v 
f^^/j/yfti/>MM «ftrf »^ »Ä d»ett VoEzeadbeiL äck «skeiim, so 
K^;i 4i^ ^tkv^fR^ir fdr jed« TonddieB tqa ^ F. der Torgang 

H ^« B^<^ vir zur allfeaiemen Integration der 61ei- 
/*«ft|f ^^A ii^*nwt«, wollen wir «ie einer nahetiegenden P^üfmg 
wr#t^M;b^i. Sa^ dem Energieprinzip muß_ nlmlidi die ba 
d^f M^liHifftü^yfn KompreMion eintretende Andonng der ge- 
»ÄWifAfi HtruhhiDgÄ^iergie: 



r/« r.ii= rjndp 



lf,WinU mu ihr bei der Kompression von außen gegen den 
HirfiUlnuamlrmk ({dewteten Arbeit: 



(tMJ; 



_,,r— ;^F=-if/u... 
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Non ergibt sich mit Benntzong von (94) flir die Änderang der 
Gesamtenergie: 

OO 00 



oder durch partielle Integration: 



und dieser Ausdruck ist in der Tat mit (96) identisch, da das 
Produkt i/u sowohl für i/ =0 als auch für t> = cx) verschwindet 
Letzteres könnte einen Augenblick zweifelhaft erscheinen; man 
ersieht aber leicht, daß, wenn i/u flir i/ = cx> einen von Null 
verschiedenen Wert annähme, dann das Integral von u nach Vj 
von bis oo genommen, keinen endlichen Wert besitzen könnte, 
was doch sicher der Fall ist. 

§ 84. Wir haben schon oben in § 79 hervorgehoben, daß u 
als Funktion zweier unabhängiger Variabein anzusehen ist, von 
denen wir als erste die Schwingungszahl v, als zweite die Zeit t 
genommen haben. Da nun die Zeit t in der Gleichung (95) 
explicite gar nicht vorkommt, so ist es sachgemäßer, als zweite 
unabhängige Variable statt t direkt das Volumen V einzuführen, 
welches ja von t allein abhängig ist. Dann schreibt sich die 
Gleichung (95) folgendermaßen als partielle Differentialgleichung: 

aus welcher u, wenn es für ein bestimmtes V als Funktion von v 
bekannt ist, f&r alle anderen Werte von V als Funktion von v 
berechnet werden kann. Das allgemeine Integral dieser Differential- 
gleichung lautet, wie man sich leicht durch nachträgliche Sub- 
stitution überzeugen kann: 

u-|-9'(»'»F). (98) 

wobei (p eine beliebige Funktion eines einzigen Arguments v^ V 
bedeutet Statt dessen kann man auch schreiben, indem man 
p^V'fp(v^V) statt (p{v^V) einsetzt: 

Vi=:v^(p{v^V). (99) 

Plaxck, Wirmestrahlung. 6 



I 
I 
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Jede der beiden letzten Gleichungen ist der allgemeine Ans- 
dmck des Wien sehen Yerschiebnngsgesetzes. 

Wenn also f&r ein bestimmtes gegebenes Volumen V die 
spektrale ESnergieverteilnngy d. h. u als Funktion von v, bekannt 
ist, so läßt sich daraus die Abhängigkeit der Funktion tp Ton 
ihrem Argument ableiten, und dadurch ergibt sich dann un- 
mittelbar die Energieverteilung ftlr jedes beliebige andere 
Volumen V, in welches die den Hohlzylinder erftkllende Strah- 
lung durch einen reversibeln adiabatischen Prozeß gebracht wird. 

§ 85* Nun f&hren wir, zu dem Gedankengang des § 73 
zurückkehrend y die Voraussetzung ein, daß am AnÜEuig die 
spektrale Energieverteilung die normale, der schwarzen Strah- 
lung entsprechende ist. Dann behält nach dem damals be- 
wiesenen Satze die Strahlung bei der reversibeln adiabatischen 
Volumenänderung diese Eigenschaft unverändert bei, und es 
gelten für den Prozeß alle in § 68 abgeleiteten Gesetzmäßig- 
keiten. Die Strahlung besitzt also dann in jedem Zustand eine 
bestimmte Temperatur T, welche mit dem Volumen V durch die 
dort abgeleitete Gleichung: 

(100) T».F=con8t 

zusammenhängt Daher kann man nun die Gleichung (99) auch 
so schreiben: 



>(*) 



oder auch: u = v' qp | — j . 

Ist also für eine einzige Temperatur die spektrale Energie- 
verteilung der schwarzen Strahlung, d. h. u als Funktion von v, 
bekannt, so ergibt sich daraus die Abhängigkeit der Funktion (p 
von ihrem Argument, und dadurch die spektrale Energieverteilung 
für jede andere Temperatur. 

Nimmt man noch den in § 47 bewiesenen Satz hinzu, daß 
bei der schwarzen Strahlung einer bestimmten Temperatur das 
Produkt u q^ für alle Medien den nämlichen Wert hat, so kann 
man auch schreiben: 

(101) n = ^F{l), 

wo nun die Funktion F die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht 
mehr enthält 
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§ 86. Für die gesamte räumliche Strahlungsdichte der 
schwarzen Strahlung im Vakuum ergibt sich: 



u^fnäv = ^pF{^)ä. 



oder, wenn man statt v die Größe — = x als Integrationsvariable 
einführt: 



Setzt man die absolute Eonstante: 

'Fix) 



if^^'-'. 



SO kehrt man damit zu der in Gleichung (75) ausgesprochenen 
Form des STEFAN-BoLTZMANifschen Strahlungsgesetzes zurück 
§ 87. Eine anschauliche Fassung gewinnt die Gleichung (101), 
wenn man sie in folgender Form schreibt; 



dp 



l^r)-= 



(102) 



und bedenkt^ daß der Ausdruck links die in dem Kubus 
einer Wellenlänge l enthaltene Strahlungsenergie zwischen den 
Schwingungszahlen v und t* -|- dv darsteUtj die wir Torübergehend 
mit f} bezeichnen wollen. Wenn nun durch reversible adiabatische 
Kompression die Strahlung auf die höhere Temperatur T über- 
geht, 80 ist für ein beliebiges anderes, Ton »' bis p* + dv' reichen- 
des Spektral gebiet: 

ij' ^F(-^)di^\ (103) 



Setzen wir nun 



und entsprechend: 



r 

T 



(104) 




d. h. fassen wir im zweiten Zustand solche Schwingungszahlen v' 
ins Auge, die sich im Verhältnis der Temperaturen von den 
ursprünglichen Schwingungszahlen v unterscheiden, so ergibt sich 
durch Division von (103) und (102): 

H^^^^'^Il. (105 
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Femer durch Berücksichtigung der Bedeutung Yon 17: 

Xl' : U = T' ' : T' 

und: \x' dv' ividv =^ T'^iT^. 

Man kann also folgende Sätze aussprechen. Das Spektrum der 
schwarzen Strahlung verändert sich beim Übergang von der 
Temperatur T zu einer höheren Temperatur T derartig, als ob 
alle Schwingungszahlen v sich im Verhältnis der Temperaturen T' 
und T YergröBem, und dabei die im Kubus einer Wellenlänge X 
enthaltene Energie 17 der Strahlung eines unendlich kleinen 
Spektralbezirks sich ebenfalls in demselben Verhältnis Yergrößert 
Die monochromatische Strahlungsdichte u vergrößert sich dann 
im Verhältnis der dritten Potenz, und die Strahlungsdichte u dv 
eines unendlich kleinen Spektralbezirks im Verhältnis der vierten 
Potenz der Temperaturen. Für die gesamte räumliche Strahlungs- 
dichte u, als der Summe der Strahlungsdichten aller Spektral- 
bezirke , ergibt sich dann wieder das STEFAN-BoLTZMANNSche 
Gesetz. 

Da femer nach (104) und (100): 

c» "" c« ' 
so wird bei dieser Veränderung die im ganzen Volumen V der 
Strahlung enthaltene Anzahl von Wellenkuben einer jeden 
Schwingungszahl durch die Kompression nicht geändert 

Diese Sätze haben natürlich nur zusammenfassende Be- 
deutung; denn wie wir oben gesehen haben, verändem sich in 
Wirklichkeit bei der adiabatischen Kompression die Schwingungs- 
zahlen V der einzelnen Strahlen durchaus nicht alle, sondern nur 
insofem sie während der Kompression an dem bewegten Kolben 
reflektiert werden, und dann auch nicht gleichmäßige sondem je 
nach der Größe des Einfallswinkels in verschiedener Weise. 

§ 88. Wie für die räumliche Strahlungsdichte u, so läßt 
sich das Wien sehe Verschiebungsgesetz auch ftir die spezifische 
Strahlungsintensität S^ eines geradlinig polarisierten monochro- 
matischen Strahles bei der schwarzen Strahlung aussprechen, 
und lautet nach (24) in dieser Form: 

(106) Ä, = ^2r(i:). 

Bezieht man die Strahlungsintensität, wie es in der fizpexioisiitill" 
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physik meistens geschieht, statt auf Schwicgnngazahlen v, auf die 
Wellenlänge X, setzt also nach [16]: 

-ft; 



Ex = 



80 ninunt die letzte GleichuDg die Form an: 



Si = 



i» 



'(")■ 



(107) 



I 



Diese Form des Wii:n sehen Verschiebuügsgesetzes hat meistens 
den Ausgangspunkt zur experimentellen Prüfung gebildet, welche 
in allen Fiillen zu einer merklichen Bestätigung des Gesetzes 
geführt hat^ 

§ 89. Da El sowohl fiir Ä = als auch für ^ = oo ver- 
schwindet^ so beBitzt Ei in bezog auf l ein Maximum, welches 
sich aus der Gleichung ergibt: 

dJT, 5 /IT\ l T ^(IT\ 

wobei P den Differentialquötienten yon F nach eeinem Argument 
bedeutet. Oder: 



Alp{}iy^F[^)^<i. 



(108) 



kT 



Diese Gleichung ergibt für das Argument — einen ganz be- 
stimmten Wert, so daß für die Wellenlänge l^ des Maximums 
der Strahlungsintensität Ei die Beziehung gilt: 

l^T^b. (109) 

Das Strahlungsmaximum veraehiebt sich also bei Erhöhung der 
Temperatur nach der Seite der kürzeren Wellenlängen* 

Der Zahlenwert der Konstante b ist Ton Lummee und 
PfirNGSHEiM^ gemessen worden zu: 

ft = 0,294 cm *grad. (110) 

Paschen' hat einen etwas kleineren Wert gefunden, etwa 0,292. 



' R Pabcbek, Sitzungsber d. Akad, d, Wiss^nsch. Berliü, p, -405 u. 950, 
1899, Ot Ltjämeb und E, PEiitasHBisf, Verhandlungen der Deutschen Physi- 
kaUseben Gesellschaft 1, p, 23u, 215, 1899. Dbudes Ann* ß, p* 192, 1901. 

" 0* LüMHER und E. Prinosheim, &, &, O, 

* F, PjkscBESf, Brui>e& Ann, ß, p, 651, 190L 
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Vm mA hier fifarigens noch eiiimal aMdiitU ick dnnf hin- 
%^t^Amif daß nach § 19 das MaTtim tob 1^ bemnwegt auf 
AUm^npt Hiellt im Spektrum fiUlt wie das Mamwm Ton fi,, mid 
da£ dabi^r die Bedeutimg der Konstaate h vetendidi mit dadurch 
Willigt mt, daß die Intensität der monodinmtatiirhfn Strahlung 
auf WelU^Ungen und nicht aof SchwingangszaUen hangen wird. 

H 900 Auch der Betrag des Maximums Ton £2 ergibt sich 
aiM (107;, wenn man darin X^^X^ einsetzt Dann eduüt man 
unUr Berücksichtigung Ton (109): 

(111) E'.M» = const-r», 

A, \l Aar Botrag des Strablungsmaximums im Spektrum der 
m'MwiiTzm Htrahlung ist proportional der f&nften Potenz der 
uhnfflnUm Tomperatur. 

Wünli) man die Intensität der monochromatischen Strahlung 
nicht fliirch Kf,, sondern durch ft, messen, so erhielte man für 
Amt Htttriig <U)N Htrahlungsmaximums ein ganz anderes Gesetz, 
nüinll<$h; 
(irij $fm»r « const-T". 

Viertel Kapitel. Strahlung von beliebiger spektraler 
Inergievertellung. Entropie und Temperatur monocbromatiacber 

Strahlung. 

null Wir Imilnn dan WiBNsche Yerschiebungsgesetz bisher 
nur Kuf (Infi \^M dnr Noliwarsen Strahlung angewendet; dasselbe 
ImnlUI. ulmi' 0htn ttooh viel allgemeinere Bedeutung. Denn die 
(llMlnliunM (Uh) Killt, wio nohon dort bemerkt wurde, f&r jede 
ImllülilK«» Attratt||lioho Mpoktralo Verteilung der im evakuierten 
lltililrtiuni ImlUMiliolion nach allen Kiohtungen gleichmäßigen 
IOtt(ii*Kl**f^it'alihiuH <iin Änderung dieser Energieverteilung bei einer 
tpvni'fillmltt n(iialmtiiiohot\ Ändoning dos Gesamtrolumens. Jeder 
A\mA\ P\w\\ linmHtiti^u IVt^soU herboigeftkhrte Strahlungszustand 
int: Yollkommou niatiouKr und kaim unbegrenzte Zeiten lang 
fttvdti'fiti^hi^ni Mlli^tniiugt« nur uutor dor Bedingung, daß keine 
H\\\\v ^\\\\\\{p\v\\\\pv und nlmorUiori'udor Substans in dem Strah- 
htUKtttnuiu v\Mlmiulon Ms Ui^nn timst warde sich nach § 51 
dur\'b \\p\\ ik\\A(Snp\\Ap\\ Ktuttuß di^r Sulvstant mit der Zeit die 
KutE^r|tii»vtE»rii^<lun)t auf ivn^tt^ti^ibb W>iii^, d. h. unter Vermehrung 
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der GesamteDtropie, in die stabile j der schwarzen StrabluDg 
entsprechende Vertöilung verwandeln. 

Der UnterBchied dieses allgemeineren Falles gegen den im 
vorigen Kapitel behandelten speziellen ist der^ daß man hier nicht 
mehr, wie hei der schwarzen Strahlang, von einer bestimmten 
Temperatur der Strahlung reden kann. Wohl aber besitzt, da 
der zweite Hauptsatz', der Thermodynamik als allgemein gültig 
vorausgesetzt wird, die Strahlungj wie überhaupt jedes in einem 
bestimmten Znstand befindliche pbysikaUsche System, eine be- 
stimmte Entropie S^ F^s, und diese Entropie setzt sichj da 
die einzelnen Strablengattungen unabhängig voneinander sind, 
durch Addition aus den Entropien der monochromatischen Strah- 
lungen zusammen, also: 



./m., 



= V- f§, dv, 



(113) 



wobei g dif die Entropie der in der Volumeneinheit enthaltenen 
Strahlung zwischen den Schwingungszahlen v und v + dv be- 
zeichnet. § ist eine bestimmte Funktion der beiden unabhängigen 
Veriabeltt r und u, und wird im folgenden stets als solche be- 
bandelt werden. 

§ 93. Würde der analytische Ausdruck der Funktion § 
bekannt sein^ so könnte man daraus unmittelbar das Gresetz 
der Energieverteilung im Normalspektrum ableiten; denn unter 
allen spektralen Energieverteilungen ist ja die normale ^ oder 
die der schwarzen Strahlung, dadurch ausgezeichnet, daß sie das 
MaKimum der Strahlungsentropie S aufweist 

Nehmen wir also einmal g als bekannte Funktion von v 
lind u an^ so ergibt sich als Bedingung der schwarzen Strahlung: 

3S^0 (114) 

für aUe beliebigen Variationen der Energieverteilung, welche 
bei konstantem Gesamtvolumen Fund konstanter Gesamtanergie If 
der Strahlung möglich sind* Die Variation der Energieverteilung 
denken wir uns dadurch charakterisiert, daß die Energie u jeder 
einzelnen bestimmten Schwingungs^ahl v eine unendlich kleine 
Änderung du erleidet Dann haben wir als feste Bedingungen: 



S F=0 



und 



US 



0. 



(115) 
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Die Ändeningen d und ö sind natürlich ganz unabhängig Ton- 
einander. 

Nun i8t nach (114) und (113), da JF= 0: 



00 



dv=^0 
ö 

oder, da v unvariiert bleibt: 







00 

^Sn^dv^O 

du 



und die Gültigkeit dieser Gleichung für alle beliebigen Werte 
Ton S\x erfordert mit Rücksicht auf (115), daß 

(116) U = const 

fiir alle Yerschiedenen Schwingungszahlen. Diese Gleichung 
spricht das Gesetz der EnergieYerteilung bei der schwarzen 
Strahlung aus. 

§ 98* Die Konstante der Gleichung (116) steht in einfachem 
Zusammenhang mit der Temperatur der schwarzen Strahlung. 
Denn wenn die schwarze Strahlung bei konstantem Volumen V 
durch Zuleitung einer gewissen Wärmemenge eine unendlich 
kleine Energieänderung SU erfährt, so ist nach (78) die Ände- 
rung ihrer Entropie: 

Nun ist aber nach (113) und (116): 

00 00 

SS^rf^Sndv^^^vfSndv^^. SU, 
J du an J au ' 



folglich ist: 

und die obige Größe, welche bei der schwarzen Strahlung als 
für alle Schwingungszahlen gleich gefunden wurde, erweist sich 
als die reziproke Temperatur der schwarzen Strahlung. 

Durch diesen Satz erhält der Begriff der Temperatur eine 
Bedeutung auch für Strahlungen von ganz beliebiger Energie- 
Verteilung. Denn da § nur Yon u und v abhängt, so besitzt 
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eine nach allen Riebtangen gleichmäßige monochro- 
matische Strahlung, welche eine bestimmte Energie- 
dichte u hat, auch eine ganz bestimmte, durch (117) 
gegebene Temperatur, und unter allen denkbaren 
Energieverteilungen ist die normale dadurch charakte- 
risiert, daß die Strahlungen aller Schwingungszahlen 
die nämliche Temperatur haben. 

Jede Änderung der Energieyerteilung besteht in einem 
Energieübergang von einer monochromatischen Strahlung auf 
eine andere, und je nachdem die Temperatur der ersten oder 
die der zweiten Strahlung höher ist, bedingt der Energie- 
übergang eine Vermehrung oder eine Verminderung der Gesamt- 
entropie, ist also in der Natur ohne Kompensation möglich 
oder nicht ohne Kompensation möglich, gerade wie das bei 
dem Wärmeübergang zwischen zwei verschieden temperierten 
Körpern zutriffL 

§ 94. Wir wollen nun sehen, was das Wien sehe Ver- 
schiebungsgesetz über die Abhängigkeit der Größe 3 Ton den 
Variabein u und v aussagt. Aus der Gleichung (101) folgt, 
wenn man sie nach T auflöst und dafUr den in (117) gegebenen 
Wert einsetzt: 

wo F wieder eine gewisse Funktion eines einzigen Arguments 
darstellt, deren Konstante die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c 
nicht enthalten. Nach dem Argument integriert ergibt dies bei 
analoger Bezeichnung: 

In dieser Form besitzt das WiENsche Verschiebungsgesetz für 
jede monochromatische Strahlung einzeln, und dadurch auch 
für Strahlungen von beliebiger Energieverteilung, Bedeutung. 

§ 95* Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
muß die Gesamtentropie einer Strahlung von ganz beliebiger 
Energieverteilung bei reversibler adiabatischer Kompression kon- 
stant bleiben. Den direkten Nachweis dieses Satzes können wir 
jetzt in der Tat auf Grund der Gleichung (119) führen. Es ist 
nämlich für einen solchen Vorgang nach Gleichung (113): 
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00 

SS^fdv{VS^ + ^SV) 



00 

(120) =Jrfv(r|i5u + 85F). 



Hier ist d, wie stets, als Funktion von u und v zu betrachten. 
Nun gilt ftir eine reversible adiabatische Zustandsänderung 
die Beziehung (95), aus welcher wir den Wert von Sn ent- 
nehmen, 80 daß sich ergibt: 



Dabei bezieht sich der Differentialquotient von u nach v auf die 
in beliebiger Weise von vornherein gegebene spektrale Energie- 
verteilung der Strahlung, er ist daher, im Gegensatz zu den 
partiellen Differentialquotienten, mit dem Buchstaben (^bezeichnet 
Nun ist das vollständige Differential: 

d±^di dn d_^ 
dv ~" öu dv öv ' 

folglich, durch Substitution: 

(m, .s-,r.^{|(^'-|i)-„|i + ,l. 



Aus Gleichung (119) folgt aber durch Differentiation: 



dVL 


-T^m -" u-'i 


H^. 


1 

/ 


Mithin: 


.|i.2.-i 


^^H- 




Dies in 


(121) eingesetzt, ergibt: 








3S = SV'Jdv (j 


dy ^ 


^) 


oder: 


^5=.¥-K= 


= 0, 





wie es sein muß. Daß das Produkt v d auch ftLr i/ = cx> ver- 
schwindet, läßt sich ebenso wie in § 83 bei dem Produkte vu 
beweisen. 

§96. Mittels der Gleichung (119) kann man den Gesetzen 
der reversibeln adiabatischen Kompression eine anschaulische 
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Fassung gaben, welche die Ver&IlgeniBmerang der in § 87 für 
die schwarze StrahluDg ausgesprocheDen Sätze auf eine Strahlung 
TOß beliebiger Enargieverteilung bildet Zu diesem Zwecke 
fahren wir wieder die in dem Kubus einer Wellenlänge )> ent- 
haltene Strabluugsenergie zwischen den Sohwingungszahlen v 
und 1/ + ^f eint 



ferner die entsprechende Strablungsentropie: 



(122) 



I 



endlich die in dem ganzen Strahlungsvolumen V enthaltene 
Anzahl von Wellenlängenkuben; 

^ = N. (123) 

Wenn nun die Strahlung, deren Energieverteiluug eine ganz be- 
liebige sein mag, durch reYersible adiabatisehe Kompression auf 
ein kleineres Volumen F' gebracht wirdj so ist für ein beliebiges 
anderes Interrdl von Schwingungszablen if' und v*+dv'\ 









.r^_ r. 



(124) 
(125) 



Setzt man nun N = N', also nach (123) und (125): 

und dementsprechend für die beiden Int6r?alle dv und dv'i 

Fv=^ dp = F^'i^'^ dv' 
oder durch Division: 

dr _ dl^' 

m ergibt sich zunächst aus (99): 

folglich, nach (122) und (124); 

n* dp' f' , 

da nach (119): 7^-^- 



(126) 
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Daher kann man sagen: die reYersible adiabatiscbe Kompression 
einer Strahlung Yon beliebiger EnergioTerteilung erfolgt ebenso, 
als ob die Schwingungszahlen p der einzelnen Farben sich in 
der Weise Yerändem, daß für jede Farbe die Anzahl der im 
ganzen Volumen enthaltenen Wellenlängenkuben bei der Kom- 
pression ungeändert bleibt. Die in einem solchen Kubus ent- 
haltene monochromatische Strahlungsenergie 17 wächst dann pro- 
portional der Schwingungszahl i', und ebenso wächst nach (118) 
die Temperatur T der betreffenden Strahlung, während dagegen 
die Entropie derselben o- konstant bleibt Hiermit ist zugleich 
wiederum der Beweis geliefert, daß die Gesamtentropie der 
Strahlung, als die Summe der Entropien aller darin enthaltenen 
monochromatischen Strahlungen, konstant bleibt 

§ 97. Wir können noch ^nen Schritt weiter gehen, und 
von der Entropie d und der Temperatur T einer nach allen 
Richtungen gleichmäßigen unpolarisierten monochromatischen 
Strahlung auf die Entropie und die Temperatur eines einzelnen 
geradlinig polarisierten monochromatischen Strahlenbündels 
schließen. Daß auch jedem einzelnen Strahlenbündel eine be- 
stimmte Entropie zukommt, folgt nach dem zweiten Hauptsatz 
der Thermodynamik schon aus dem Phänomen der Emission. 
Denn da durch den Akt der Emission Körperwärme in Strahlungs- 
wärme verwandelt wird, so nimmt hierbei die Entropie des 
emittierenden Körpers ab, und dafOr muß nach dem Satz der 
Vermehrung der Gesamtentropie als Kompensation eine andere 
Form der Entropie auftreten, welche durch nichts anderes be- 
dingt sein kann als durch die Energie der emittierten Strahlung. 
Jedes einzelne geradlinig polarisierte monochromatische Strahlen- 
bündel besitzt also seine bestimmte Entropie, die nur von seiner 
Energie und seiner Schwingungszahl abhängen kann, und sich 
mit ihm im Baume fortpflanzt und ausbreitet. Dadurch er- 
halten wir den Begriff der Entropiestrahlung, welche ganz 
analog der Energiestrahlung gemessen wird durch den Betrag 
der Entropie, die in der Zeiteinheit in einer bestimmten Richtung 
durch die Flächeneinheit hindurchgeht Es gelten daher f&r 
die Entropiestrahlung genau dieselben Betrachtungen, wie die, 
welche wir vom § 14 an fär die Energiestrahlung angestellt 
haben, indem jedes Strahlenbündel außer seiner Energie auch 
seine Entropie besitzt und befördert Wir wollen, unter Hinweis 
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auf die dortigen Ausfiihrurigen, hier nur die wichtipten Sätze 
für deo späteren Gebrauch zusammenstellen* 

§ 98» In einem tou beliebiger Strahlung erfüllten Räume 
ist die Entropie, welche in der Zeit dt durch ein Flächen- 
element da in der Eichtuog des Elementarkegels dQ hindorch- 
gestrahU wirdj gleich einem Ausdruck von der Form; 

dt da cos & dQ'L=^ L sin & cQBd- d& dtp da dt. (127) 

Die positive Grröße L nennen wir dia ^^peziäsche Intensität der 
Entropiestrahlung*' am Orte des Flächenelements da in der 
Richtung des OffnungswinkeU dSI. L ist im allgemeinea eine 
Funktion des Ortes, der Zeit and der ßichtnng. 

Die Gesamtstrahlung der Entropie durch das Flächen- 
element f/ö- nach einer Seite, etwa derjenigen j für welche der 
Winkel & ein spitzer ist^ ergibt sich durch Integration über ^ 

fou bis 2nf und über t^ toh bis ^ zmi 



da 



2n aß 

dt^fd^'fd 



d& L sini?^ cos^. 



Ist die Strahlung nach allen Richtungen gleichmäßig, also L 
konstant, so ist die Entropiestrahlung durch da nach einer Seite: 

nLdadt, (128) 

Die spezifische Intensität L der Entropiestrahlnng nach jeder 
Richtung zerfallt weiter in die Intensitäten der einzelnen, den 
verschiedenen Gebieten des Spektrums angehörigen Strahlen, die 
sich unabhängig voneinander fortpflanzen. Endhch ist bei einem 
Strahle von bestimmter Farbe und Intensität noch die Art seiner 
Polarisation charakteristiäch. Wenn ein monochromatiacher 
Strahl von der Schwingungszahl v aus zwei voneinander unab- 
hängigen ^ senkrecht aufeinander polarisierten Komponenten mit 
den Intensitäten fi^, und ff^', den „Hauptintensitäten" der Energie- 



1) ^^UDabhäogig^* im Sinne von ^,mkohä»eiit". Ist z, B. der Strahl mit 
den Ha uptintenfii täten Ä und Ä' elliptisch polnmiert, öo ist seine Entropie 
nicht gleich ß + 2'^ sondeni gleich der Entropie eines geradlinig pokri- 
Sterten Strabb von der Intensität il + .t\ Denn em cUiptiadt polarisierter 
Strnhi läBt sich ohne weiteres in einen geradlinig polarisierten verwände Iji 
und umgekehrt; z. B. mitteb totaler lieäexion. 



94 Folgerungen aus der Elektrodynamik und der Thermodynamik 

stxahlnng (§ 17) besteht, so ist die spezifische Intensität der 
Entropiestrahlnng aller Schwingungszahlen yon der Form: 

00 

(129) L=Jdt^(ß, + S;). 



Hierbei sind die positiven Größen 8^ und S/> die „Haupt- 
intensitäten'' der EntropiestrahluDg von der Schwingungszahl v, 
durch die Werte von S^^ und $/ bestimmt Durch Substitution 
in (127) erhält man hieraus ftlr die Entropie, welche in der 
Zeit dt durch das Flächenelement da in der Richtung des 
Elementarkegels dQ hindurchgestrahlt wird^ den Ausdruck 

X 

dt da cosö- dnfdv{2^ + 2/) 

Ü 

und für monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung: 

(130) dt dff cosö- du 2rdv=^2^ dvsin& cosö- d& dtp da dt. 
Für unpolarisierte Strahlen ist 2, = 2y'> und aus (129) wird: 



oo 



dv . 



Bei gleichmäßiger Strahlung nach allen Richtungen ergibt sich 
dann für die gesamte Entropiestrahluog nach einer Seite, ge- 
mäß (128) 

00 

2nd(ydt^^Si^dv. 



§ 99. Aus der Intensität der fortschreitenden Entropie- 
strahlung ergibt sich auch der Ausdruck fOr die räumliche 
Dichte der Strahlungsentropie, ganz ebenso wie die räumliche 
Dichte der Strahlungsenergie aus der Intensität der fort- 
schreitenden Energiestrahlung folgt. (Vgl. § 22.) Es ist näm- 
lich, analog der Gleichung (20), die räumliche Dichte s der 
Strahlungsentropie im Vakuum in irgendeinem Punkte: 

(131) a^^JLdSl, 

wobei die Integration über die von dem Punkte nach allen 
Richtungen des Raumes ausgehenden Elementarkegel zu er- 
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strecken ist 

man erhält: 



FlLr gleichmäßige Strahlung ist L konstant, und 

(132) 






4nL 

ü 



Durch spektrale Zerlegung der Größe L nach der Gleichung (129) 
ergibt sich aus (131) auch die räumliche Dichte der roono- 
chromEtischen SlraJilungsentropie : 



g = iJ(S + Ö>(ii2 



und ftir unpolarisierta und nach allen Richtungen gleichmä^ßige 
Strahltmg: 

S = l^. (133) 



§ 100. über die Art der Abhängigkeit der Entropie- 
Btrahluug S ton der Energiestrahlung fi gibt das Wien sehe Ver- 

ßcMebongsgesetz in der Form (119) sogleich Auskunft, Es folgt 
nämlich daraus mit Berücksichtigtmg von (133) und (24): 

und femer, mit BerückBichtigung Ton (118): 



Daher auch: 



oder: 






1 
T 






(135) 

(136) 
(137) 



Diese Beziehungen sind sswar, wie die Gleichungen (118) 
und (119), zunächst nur filr unpolarisierte und nach aUen Rich- 
tungen gleichmäßige Strahlung abgeleitet, sie besitzen aber auch 
im Falle beliebiger Strahlung allgemeine Gültigkeit für jeden 
einzelnen geradlinig polarisierten StrabL Denn da sich die 
einzelnen Strahlen gänzlich unabhängig voneinander verhalten und 
fortpflanzen, so kann die Intensität £ der Entropiestrahlung eines 
Strahles auch nur von der Intensität der Energiestrahlung S: 
des nämlichen Strahles abhängen* Jeder einzelne monochro- 
matische Strahl besitzt also außer seiner Energie auch seine 
durch (134) bestimmte Entropie und seine durch (136) bestimmte 
Temperatur, 




i 



9« 



'J 






.1 



f.« 




§ Ml. Die hier 
der Temperasor &af dnen 
brii^Et es mit ^^*\ dafi in 
aetxtexL Mediam aa einer vnd 
allgemdneiL onadliciL Tide 

indeoi jeder miTplTip Strmhl. der dieie Sirile tnft, 
soadere TempenUnr besitzt, jm daß sogar die m 
BkiLtuig fortschreitaidea Toadhieden gdfabtaB SfaraUen je i 
der spektralen EnergieToteiliing 
weisen. Za allen diesen Tdnperatnnn 
die Temperatur des Xedinms selber, weldw nadi i hr en eiU tob 
Tomberein ganz nnahhtogig ¥oa derTenpentarderStnUiiBgiit 
Diese Eompliziertiieit dar Betraehtg ngMei s e fiogt aber gans in 
der Xator der Sacbe^ und entspridit dar Kompliiiertlieit der 
physikalischen Vorgänge in einem sokbeiaeiw i li i rJutiahltTm 
Medium. Nor im Falle des ^tahiTfii tihermodynaadKiien Qlcidi 
gewichts gibt es nur eine einiige Tempaator, die dann dem 
Medium selber und allen dasselbe dnrehkreaieaden SbaUen 
Terschiedener Bichtnng nnd Terschiedeattr Farbe goaumsam ist 

Auch in der praktischai Fhjsik bat sich die NotarandigjbBi^ 
den Begriff der Strahlnngstemperatar Ton dem der Kfiip»- 
temperatur zu trennen, schon seit lingerer Zeit geltend gemadiL 
So hat man es för rorteilhafk gefunden, neben der wiiUichen 
Temperatur der Sonne ron einer j^scbeinbaren* oder JBIkk&9^ 
temperatur der Sonne zu sprechen, d. h. Ton derjenigen Tem- 
peratur, welche die Sonne haben müßte, um der Erde die tat- 
sächlich zu beobachtende Wärmestrahlung zuzusenden, wenn sie 
wie ein schwarzer Körper strahlen würde. Die scheinbaze Tem* 
peratur der Sonne ist nun offenbar nichts anderes als die wiik* 
liehe Temperatur der Sonnenstrahlen^, sie hängt ledi^ch ab 
Ton der Beschaffenheit der Strahlen, ist also eine Eigenschaft der 
Strahlen und nicht eine Eigenschaft der Sonne. Daher wäre es wohl 
nicht nur bequemer, sondern auch exakter, diese Bezeichnung 
auch direkt anzuwenden, statt von einer doch nur fingierten 
und nur durch EinftLhrung einer in Wirklichkeit unzutreffenden 
Voraussetzung Terständlichen Temperatur der Sonne zu reden. 



; > j Mm Durchschnitt genommen, da die Sonnenstrahlen yersehiedener 

, J f Farbe nicht genau die ntaliche Temperatur besitzen. 
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In neaer^r Zeit baben HelligkeitsmessungeQ an mono- 
cbromatiBchem Licht L. Houbobn und F. Kuelbadm^ zu der 
EinfQhruug des Begriffs der „schwarzea" Temperatur einer 
strahlenden Oberfläche geführt Die schwarze Temperatur einer 
Btrahlenden Oberfläche wird gemessen durch die Helligkeit der 
Strahlen j welche sie emittiert^ sie ist im allgemeinen für jeden 
einzelnen Strahl von bestimmter Farbe, Richtung und Polarisatiouj 
den die Oberfläche emittiert, eine besondere, und stellt eben 
einfach die Temperatur dieses Strahles dar. Statt der unendlich 
vielen „schwarzen** Temperaturen der emittierenden Ob er flache 
haben wir hier also eine gixnz bestimmte wirküche Temperatur 
eines jeden emittierten Strahles, welche durch seine Helligkeit 
(spezifische Intensität) ffi und durch seine Schwingungszahl p nach 
Gleichung (136) gegeben ist, ohne jede Rücksicht auf seine Ab- 
stammung und auf seine Vorgeschichte* Die numerisch be- 
stimmte Form dieser Gleichung wird unten im § 162 angegeben 
werden. Da ein schwarzer Körper das maximale Emissions- 
vermögen besitzt, so kann die Temperatur eines emittierten 
Strahles niemals höher sein als die des emittierenden Körpers. 

§ 103. Machen wir noch eine einfache Änwenduüg der 
zuletzt gewonnenen Sätze auf den speziellen Fall der schwarzen 
Strahlung. Für diese ist nach (81) die gesamte rüumUcha 
Entropiedichte: 

(138) 



g " ' 



Also nach (132) die spezifische Intensität der gesamten Entropie« 
Btrahlung nach irgend ciaer Richtung: 



3 n 



(139) 



I 



und die gesamte Entropiestrahlang darch ein Flächeoelement dtr 
nach einer Seite, gemäß (128): 



^aT'da4t. 



(140) 



Wir wollen jetzt als spezielles Beispiel die beiden Hauptsätze 
4er Thermodynamik aawenden auf den Fall, daß die Oberfläche 
eines schwarzen Körpers von der Temperatur T allseitig getroffen 
wird von schwarzer Strahlung der Temperatur T\ Dann emittiert 



■ ^ L. HoLBOBN mid F, KüRLB^üM, DßtJDES Ann. 10, p. 22% 1903, 
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der schwarze Körper pro Flächeneinheit und Zeiteinheit nach 
(7) und (76) die Energie: 



nK^^T^ 



und nach (140) die Entropie: 






Dagegen absorbiert er die Energie: — - T^ und die Entropie: 

Nach dem ersten Hauptsatz ist also die dem Körper im ganzen 
zugeführte Wärme, positiv oder negativ, je nachdem T größer 
oder kleiner als T ist: 

Q ^ _?L^ 2"* - ^ r* = -^ (r * - T*) , 

und nach dem zweiten Hauptsatz ist die Änderung der Gesamt- 
entropie positiv oder Null. Nun ändert sich die Entropie des 
Körpers um -^, die Entropie der Strahlung im Vakuum da- 
gegen um: 

Folglich ist die Änderung der Gesamtentropie des betrachteten 
Systems pro Zeiteinheit und Flächeneinheit: 

Diese Beziehung ist in der Tat für alle Werte von T und T^ 
erfüllt Denn der Minimalwert des Ausdrucks auf der linken 
Seite ist Null; derselbe wird erreicht Glr T=s T\ Dann ist der 
Vorgang reversibel. Sobald aber T von T verschieden ist, haben 
wir merkliche Entropievermehrung, der Prozeß ist also irreversibeL 
Im besonderen ergibt sich für 7 = die Entropievermehrung 
gleich 00, d. h. die Absorption von Wärmestrahlung durch einen 
schwarzen Körper von der absoluten Temperatur Null ist mit 
unendlich großer Entropievermehrung verknüpft, kann also durch 
keine endliche Kompensation rückgängig gemacht werden. Da* 

gegen ist für T' = die Entropievermehrung nur gleich 4|- ^' » 

d. h. die Emission eines schwarzen Körpers von der Tempe- 
ratur T, ohne gleichzeitige Absorption von Wärmestrahlung ist 
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irrSTersibel, läßt sicli aber durcli eine Kompensation von 
mindestens dem angegebenen endlichen Betrage rückgängig 
machen. In der Tat: LaBt man die Yom Korper emittierten 
Strahlen wieder auf ihn zurückfallen j etwa durch geeignete 
Spiegelung, so wird der Körper diese Strahlen zwar wieder 
absorbieren, aber notw*endigerweiae gleichzeitig neue Strahlen 
emittieren, und hierin liegt die vom zweiten Hauptsatz ge- 
forderte Kompensation. 

Allgemein kann man sagen; KmiBsion ohne gleichzeitige 
Absorption ist irreversibel, während dagegen der umgekehrte 
Vorgang: Absorption ohne gleichzeitige Emission, in der Natur 
unmöglich ist 

§ 103. Ein weiteres Beispiel der Anwendung der beiden 
Hauptsätze der Thermodynamik liefert die oben im § 70 be- 
trachtete irreversible Ausdehnung einer ursprünglich schwarzen 
Strahlung von dem Volumen F und der Temperatur T auf das 
größere Volumen V\ aber diesmal bei Abwesenheit jeglicher 
absorbierenden und emittierenden Substanz. Dann bleibt nicht 
nur die Gesamteuergie, sondern auch die Energie jeder einzelnen 
Schwißgungszahl * erhalten, also, wenn infolge diffuser Reflexion 
an den Wänden die Strahlung wieder nach allen Kichtnngen 
gleichfijrmig geworden ist; u^F^u/F', und hierdurch ist nach 
(118) auch y/, die Temperatur der monochromatischen Strahlung 
von der Schwingungszahl i^, im Endzustand bestimmt Die Aus* 
führung der Berechnung kann allerdings erst mit Hilfe der 
späteren Gleichung (2B3) erfolgen. Die Gesamtentropie der 
Strahlung, d. h» die Summe der Entropien der Strahlungen 
aller Schwingungszahlen: 



r./v 



dv 



muß nach dem zweiten Hauptsatz im Endzustand gr5ßer sein 
als im Anfangszustand. Da T/ für die verschiedenen Schwingungs* 
zahlen v verschiedene Werte besitzt, so ist die Endstrahlung 
nicht mehr schwarz. Daher erhält man durch nachträgliche 
Einbringung eines KoHestüubchens iu den Hohlraum eine end- 
liche Änderung der Energieverteilung, und die Entropie steigt 
dabei weiter bis auf den in (82) berechneten Wert S". 
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Dritter Abschnitt. 



Emission und Absorption 

elektromagnetischer Wellen durch einen 

linearen Oszillator. 



Erstes Kapitel. 
Einleitung. Schwingungsgleichung eines linearen Oszillators. 

§ 104. Das Hauptproblem der Theorie der Wärmestrahlung, 
dessen Lösung in diesem Abschnitt vorbereitet werden soll, ist 
die Bestimmung der Energieverteilung in dem von der schwarzen 
Strahlung gelieferten Normalspektrum, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die Auffindung der im allgemeinen Ausdruck des 
WiENschen Verschiebungsgesetzes (119) noch unbestimmt ge- 
lassenen Funktion K Zur Behandlung dieser Aufgabe wird es 
nötig sein, näher als bisher auf diejenigen Vorgänge einzugehen, 
welche die Entstehung und die Vernichtung der Wärmestrahlen 
bedingen, also auf den Akt der Emission und den der Absorption. 
Bei der Kompliziertheit dieser Vorgänge und der Schwierigkeit, 
darüber irgendwelche bestimmte Einzelheiten in Erfahrung zu 
bringen, wäre es freilich gänzlich aussichtslos, auf diesem Wege 
irgendwelche sichere Resultate zu gewinnen, wenn nicht als zu- 
verlässiger Führer in diesem dunkeln Gebiete der im § 51 ab- 
geleitete EiBCHHOFFsche Satz benutzt werden könnte, welcher 
besagt, daß ein rings durch spiegelnde Wände abgeschlossenes 
Vakuum, in welchem beliebige emittierende und absorbierende 
Körper in beliebiger Anordnung verstreut sind, im Laufe der 
Zeit den stationären Zustand der schwarzen Strahlung annimmt, 
der vollständig bestimmt ist durch einen einzigen Parameter: 
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die Temperatur, und insbesondere nicht abhängt tod der Anzahl, 
der Beschaffenheit und der Anordnung der ijonderablen Körpen 
Es ist also zur Untersuchung der Eigenschaften des Zustandea 
der ich Warzen Strahlung ganz gleichgültig, welcher Art die 
Körper sind, welche man im Vakuum befindlich voran saetzt^ ja 
es kommt nicht einmal darauf an^ ob solche Körper in der 
Natur wirklich irgendwo vorkommen, sondern nur darauf, ob 
ihre Eadateoz und ihre Eigenschaften mit den Gesetzen der 
Elektrodynamik und der Thermodynamik überhaupt verträglich 
sind. Sobald es nur gelingt, für irgend eine beliebig heraus- 
gegriffene spezielle Art und Anordnung emittierender und ab- 
sorbierender Systeme einen Strahlungszustand im umgebenden 
Vakuum nachzuweisen, der sich durch absolute Stabilität aus^ 
zeichnet, 8o kann dieser Zustand kein anderer sein als der der 
schwarzen Strahlung. 

Yon der durch diesen Satz gewährleisteten Freiheit Gebrauch 
machend, wählen wir una nun unter allen emittierenden und 
absorbierenden Systemen das denkbar einfachste aus, nämlich 
einen einzigen ruhenden Oszillator, bestehend aus 2:wei mit 
gleichen Elektri^itätsmengen von entgegengesetztem Vorzeichen 
geladenen Polen, welche auf einer festen gerade gerichteten 
Linie, der Achse des Oszillators^ gegeneinander beweglich sind. 

Allgemeiner und den natürlichen Verhältnissen näher an- 
gepaßt wäre es freilich, die Schwingtingen des Oszillators, wie 
sie durch die Bewegungen der beiden Pole bedingt werden, 
statt mit einem einzigen, mit drei Graden von Bewegungsfreiheit 
auszustatten, d, h* dieselben nicht geradlinig, sondern räumlich 
vorauszusetzen. Diese Annahme läßt sich vollkommen analog 
der hier gemachten einfacheren durchführen, entsprechend der 
Zerlegung einer räumlichen Bewegung in ihre drei geradlinigen 
aufeinander senkrechten Komponenten» Indessen können wir 
uns nach der oben dargelegten prinzipiellen Überlegung, ohne 
eine wesentliche Einbuße in der Allgemeinheit unserer Betrach- 
tungen befürchten zu müssen, von vornherein auf die Behand- 
lung einer einzigen Komponente beschränken. 

Dagegen könnte es prinzipielle Bedenken erregen, daß wir 
uns den ganzen Oszillator als ruhend vorstellen, da doch nach 
der kinetischen Gastheorie in Substanzen von endlicher Tempe- 
ratur alle darin enthaltenen frei beweglichen materiellen Partikel 



J. 
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im Mittel eine bestimmte endliche kinetische Energie der fort- 
schreitenden Bewegung besitzen. Indessen läßt sich auch dies 
Bedenken heben durch die Erwägung, daß mit der kinetischen 
Energie noch nicht die Geschwindigkeit festgelegt ist Man 
braucht nur den Oszillator, etwa in seinem positiven Pole, mit 
einer verhältnismäßig bedeutenden, elektrodynamisch vollkommen 
unwirksamen trägen Masse belastet zu denken, um seine Ge- 
schwindigkeit, bei bestimmter kinetischer Energie, unter jeden be- 
liebigen Betrag he^abzudrücken. Diese Überlegung hält natürlich 
auch dann noch Stand, wenn man, wie es jetzt mehrfach ge- 
schieht, alle Trägheit auf elektrodynamische Wirkungen zurück- 
führt Denn diese Wirkungen sind jedenfalls von ganz anderer 
Art als die im folgenden zu betrachtenden, und können sie daher 
nicht beeinflussen. 

Der Zustand des angenommenen Oszillators sei vollständig 
bestimmt durch sein „Moment" f{i), d. h. durch das Produkt 
aus der elektrischen Ladung des auf der positiven Seite der 
Achse gelegenen Poles in den Polabstand, und durch dessen 
Differentialquotienten nach der Zeit: 

(141) ^ = A0- 

Die Energie des Oszillators sei von der folgenden einfachen 
Form: 

(142) ü^iXr + ^Lr, 

wobei K und L positive Eonstante bezeichnen, die von der 
Natur des Oszillators in irgend einer, hier nicht näher zu er- 
örternden Weise abhängen. 

§ 105. Würde bei den Schwingungen des Oszillators die 
Energie ü genau konstant bleiben, so hätte man: 

dU^Kfdf+Lfdf=^0 
oder mit Rücksicht auf (141): 

(143) Kf{t) + Lf{i)^0 

und daraus ergäbe sich als allgemeine Lösung dieser Differential- 
gleichung eine rein periodische Schwingung: 

/« CG0S{2nvQt'-&), 

wobei C und & die Litegrationskonstanten, und v^ die Schwingungs- 
zahl pro Zeiteinheit bedeutet: 
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(144) 



Ein solcher mit konstaüter Energie periodisch schwingender 
Oszillator würde weder von dem umgebenden elektromagaetischen 
Felde beeinfliißt werden, noch würde er irgendwelche Strahlungs- 
wirkungen nach außen bin ausüben^ er könnte also für die 
Wärmestrahlung im umgebenden Vakuum von keinerlei Be- 
deutung sein* 

Nach der Maxwell sehen Theorie bleibt nun aber die 
Schwingungsenergie U des Oszillators im allgemeinen keineswegs 
konstant^ sondern der Oszillator entsendet vermöge seiner Schwin^ 
gungen nach allen Richtungen Kugel wellen in das umgebende 
Feld hinaus, und hiermit muß nach dem Prinzip der Erhaltung 
der Energie, wenn nicht andererseits von außen her Wirkungen 
auf den Oszillator auBgeübt werden, notwendig ein Verlust von 
Schwingungsenergie, also eine Dämpfung der Schwingungsampli- 
tude verbunden sein» Wir wollen zunächst den Betrag dieser 
Dämpfung berechnen, 

§ 106# Zu diesem Zweck gehen wir zunächst von folgender 
partikulären Lösung derllAxwELLschenPeldgleichüngen{52) aus: 



^^ dxdx 
y Byd% 



*^ ~ dydt 



1 B*F 






[145) 



wobei die Funktion F von x, y, %, i der Bedingung genügt: 



B^ 



=^G^* AF, 



(146) 



Daß diese Großen wirklich allen Bedingungsgleichungen des 
Feldes genügen, erkennt man direkt durch Substitution in (52). 
Nehmen wir spezieller an^ daß die Funktion F außer von 
der Zeit t nur von der Eütfemung r des Feldpunktes x, y^ % vom 
Anfangspunkt der Koordinaten abhängt, so verwandelt sich die 
Gleichung (146) in: 

B^F _ ü* B (^%BF\ 
dp " r* dr [ drj 



104 Emisiion und Absorption elektromagneüseher Witten 

und die allgemeine LösuDg dieser Differentialgleidumg ist: 
(147) F^Lf{t-^)+^g[t + ^y 

wobei f und g zwei ganz beliebige Funktionen eines einzigen 
Arguments bedeuten. Die Funktion f entspricht einer Engel- 
welle, die vom Anfangspunkt der Koordinaten nach außen , die 
Funktion g einer Eugelwelle, die von außen nach dem AnfSuigs- 
punkt der Koordinaten fortschreitet Die Welle g kommt in der 
Natur nur unter ganz besonderen Umständen zu stände (ygL 
unten § 169); wir lassen sie hier fort, da wir jetzt ohnehin 
keinerlei von außen auf den Oszillator fallende Wellen als Tor« 
banden annehmen wollen, und erhalten daher: 

(148) F^:^f[t-.^). 

§ 107. Um nun die physikalische Bedeutung der yorliegen- 
den partikulären Lösung der MAXWELLSchen Feldgleichungen 
kennen zu lernen, betrachten wir solche Punkte (a^ y, x) des 
Feldes, welche dem Anfangspunkte der Koordinaten so nahe 

liegen, daß f&r alle Zeiten —f klein ist gegen f. (Wenn f 

periodisch oder nahezu periodisch ist, so bedeutet dies, daß die 
Entfernung r Yom Anfangspunkt klein ist gegen die Wellenlänge 

im Vakuum.) Dann ist auch -^ f klein gegen /, und a fortiori 

^f klein gegen f, und hierdurch vereinfachen sich, wie man 

leicht aus dem Ausdruck (148) von J^ erkennt, die Gleichungen (145) 
folgendermaßen: 



(149) 



d^F ^ 1 d^F 



« dxdx '^» e dydt 

y dydx ^tf e dxdt 



Die elektrischen Gleichungen besagen, daß in der Nähe des An- 
fangspunktes der Koordinaten das elektrische Feld den Charakter 
eines elektrostatischen hat: 

@ = grad-^ = — grad tp 
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mit der Poteatialfunktion; 

BF X j..,. 

also entsprecheBd einem nach der postti?eii x-Aclise gerichteteii 
elektrischen Dipol TOm Moment /"(i)* Die magnetischen Gleichungen 
besagen, daß das magnetische Feld in der Nähe des Anfangs- 
punktes der Koordinaten herrührt von einem in der Richtung der 
a^Achse fließenden Stromelement, dessen Intensität multipliziert 
mit der Länge den Wert f {i) besitzt. Dies ist genau dasjenige 
Stromelement, welches durch die Momentänderung des obigen 
Dipols bedingt ist 

Hierdurch ist gezeigt» daß durch die (Gleichungen (145) 
und (L48]j welche im ganzen unendlichen Kaume mit AussehluB 
des Punktes r = und seiner nächsten Umgebung Gültigkeit 
besitzen, dasjenige elektromagnetische Feld dargestellt wird, 
welches von einem im Koordinatenaufangspunkt befindlicheu 
nach der a^^ Achse gerichteten elektrischen Dipol Tom Moment f{i) 
hervorgerufen wird. Um diesen Dipol mit dem anfangs be- 
trachteten Oszillator identifizieren zu können j ist nur noch die 
EinfiihruDg der Voraussetzung nötig, daß für alle Zeiten die 

Lineardimensionen des Oszillators klein sind gegen die Größe -/^ 

also auch^ falls der Oszillator periodisch schwingt, klein gegen 
die Wellenlänge dieser Schwingung im Vakuum. Denn sonst 
würde das elektromagnetische Feld in der Nähe des Oszillators 
nicht mehr durch f(i) und f{i) allein bestimmt sein, vielmehr 
würde die Schwingung eine merkliche Zeit brauchen, um sich 
von einer Stelle des Oszillators zu einer anderen fortzupflanzen, 
§108> Zur Bestimmung der vom Oszillator ausgestrahlten 
Energie berechnen wir die Eoergiemengej welche durch eine 
um den Oszillator als Mittelpunkt beschriebene Kugelflache 
gemäß dem Poynting sehen Satze nach außen strömt. Doch 
darf man nicht etwa die nach dem genannten Satze in einem 
unendlich kleinen Zeitintervall dt durch die Ktigelfläche nach 
außen strömende Energie gleich der während desselben Zeit- 
intervalls vom Oszillator ausgestrahlten Energie setzen» Denn 
im allgemeinen strömt die elektromagnetische Energie nicht 
immer in der Kichtung nach außen, sondern sie strömt ab- 
wechselnd hin und her, und man würde auf diese Weise für 
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die Größe der AusstrahluDg zu Werten gelangen, welche bald 
positiv, bald negativ sind und überdies noch wesentlich vom 
Radius der zugrunde gelegten Kugel abhängen, und zwar in 
der Weise, daß sie mit abnehmendem Radius ins unbegrenzte 
wachsen, — was dem Begriff der ausgestrahlten Energie wider- 
spricht Diese wird vielmehr nur dann unabhängig von dem 
Kugelradius r gefunden, wenn man nicht für ein Zeitelement dtj 
sondern für eine endliche, hinreichend groß gewählte Zeit den 
Betrag der im ganzen durch die Kugelfläche nach außen strömen- 
den Energie berechnet Sind die Schwingungen rein periodisch, 
so kann man dafiir die Zeit einer Periode wählen; sind sie es 
nicht, was wir hier der Allgemeinheit wegen annehmen müssen, 
so läßt sich für die mindestens notwendige Größe der Zeit von 
vornherein kein anderes allgemeines Kriterium angeben, als das- 
jenige, daß die ausgestrahlte Energie sich als unabhängig ergibt 
von dem Radius der zugrunde gelegten Kugel. In der Theorie 
der Wärmestrahlung handelt es sich immer um so schnelle 
Schwingungen, daß man hier praktisch stets mit einer gegen 
eine Sekunde sehr kleinen Zeit auskommt 

Am einfachsten gestaltet sich die Berechnung der durch die 
Kugelfläche strömenden Energie, wenn wir den Radius r der 

Kugel so groß wählen, daß für alle Zeiten — / groß gegen /". 

Dann ist auch — f groß gegen /*, und a fortiori ^ f groß gegen f. 

Hierdurch gehen die Feldgleichungen (145) mit Berücksichtigung 
von (146) und (148) über in: 

<^.-^tk-i) §.=-^/(<-f) 



«S, 



■. — ^^fk-j) 6.-0. 



Hier sind die Verhältnisse aller Komponenten unabhängig von 
der Zeit, also auch ihre Richtungen konstant, und die Gleichungen: 
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zeigen, daß die elektrische Feldstärke S^ die magnetische Feld- 
stärke § nnd der Radiusvektor r gegenseitig senkrecht stehen* 
Die magnetische Feldstärke steht außerdem senkrecht auf der 
durch die ;t"Achse und r bestimmten Meridianebenej die elektrische 
Feldstärke Hegt also in der Meridianebene. Es sind mithin 
reine Transversal wellen, senkrecht der Meridian ebene polarisiert^ 
die sich nach außen fortpflanzen, mit der Feldstärke: 

e-s-i^/(.-^).^?f/'(.-f). 

wenn & den Winkel des Eadinsvektor r mit der ^-Achse, der 
Achse des Oszillators, beEeichnet 

Nun ist nach dem Poynting sehen Satz die in der Zeit dt 
durch das Kugelflächenelement (for = r^dSi nach außen strömende 
Energie : 



e 
4« 






(150) 



also für die ganze Eugelflache [ap von bis 2^, & Yon his ?r} 
und für das Zeitintervall von t bis i + Ti 



t + T 



-kSf'{'-j]'>- 



In diesem Ausdruck kommt der Kugelradius r nur noch in 
dem Argument von /' vor, und in der Tat ist die hier berechnete 
durch die Ktigelfläche vom Radius r in der Zeit von t bis t + T 
nach außen strömende Energie offenbar gleich der in dem gleich- 

langen^ aber um — zurückliegenden Zeitintervall, von t — — bis 

i — - + T^ von dem im Mittelpunkt der Kugel befindlichen 



Oszillator ausgestrahlten Energie* 

Daher erhalten wir für die vom Oszillator in der Zeit von i 
bisi + jf'ausgestrahlte oder emittierte Energie den Ausdruck: 



i + r 



T^P'^^^'- 



(151) 
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Nach dem Prinzip der Erhaltong der Energie ist die in der 
Zeit T ausgestrahlte Energie gleich der in der nämlichen Zeit 
erfolgten Ahnahme der Schwinguigsenergie des Oszillators Uj also: 
< + r «+ r 

t t 

oder: 

t 

§ 109. Ans dieser für ein relatiy groBes Zeitintervall T 
gültigen Beziehung läßt sich naturgemäß kein eindeutiger Schluß 
ziehen auf das für jeden einzelnen Zeitpunkt t gültige Schwingungs- 
gesetz des Oszillators, und in der Tat genügen auch die hier 
gegebenen Daten noch durchaus nicht, um den Verlauf der 
Schwingungen 9 bei gegebenem Anfangszustand, bis ins einzelne 
eindeutig zu bestimmen. Damit eine exakte Lösung des 
Schwingungsproblems überhaupt vorhanden ist, müßte die Natur 
des Oszillators in allen ihren Einzelheiten, an der Oberfläche 
und im Innern, genau bekannt sein. Dann würde aber die Be- 
handlung der Aufgabe mit solchen mathematischen Schwierig- 
keiten verknüpft sein, daß die allgemeine Durchführung der 
Theorie nicht wohl möglich wäre. 

Nun ist zu bedenken, daß es in der ganzen Theorie der 
Licht- und Wärmestrahlung gar nicht auf die exakte Lösung des 
Schwingungsproblems, d. h. auf die absolut genaue Berechnung 
der Schwingungsfunktion f{i) ankommt, sondern nur auf eine 
angenäherte Lösung von demselben Grade der Genauigkeit, wie 
ihn die feinsten physikalischen Messungen liefern können. Diese 
beziehen sich aber, wie schon in § 3 betont wurde, immer nur 
auf solche Zeitintervalle, welche gegen die Dauer einer einzigen 
SchwinguDgsperiode außerordentlich groß sind. Daher können 
die Ergebnisse auch der feinsten Strahlungsmessungen niemals 
über den Inhalt der Energiegleichung (152) hinausgehen, und 
jede Differentialgleichung {^f{t), welche mit dieser Gleichung ver- 
träglich ist, liefert ftir den Oszillator ein zulässiges Schwingungs- 
gesetz. ^ Von dieser Überlegung Gebrauch machend wollen wir 



^ Dies gilt immer, wenn nur hinreichend große Werte von T in 
Betracht kommen. Für kleinere Werte von T l&ßt sich möglicherweise 
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nun aus der Gleichung (152) das denkbar einfachste Schwingungs- 
gesetz für den Oszillator ableiten. 

Würde man den in (152) mit dt multiplizierten Ausdruck 
direkt gleich Null setzen, so erhielte man als Schwingungsgesetz 
eine nichtlineare DiflFerentialgleichung. Daher formen wir das 
Integral noch um, indem wir schreiben: 
< + r 

/(ÄK^/'^)-^^/^)'^' = 0. (153) 

t 

Um diese mit (152) ganz identische Gleichung noch weiter zu 
vereinfachen, führen wir eine neue naheliegende Voraussetzung 
ein, die wir fortan stets festhalten wollen, und deren physi- 
kalische Bedeutung im nächsten Paragraph erhellen wird. Wir 
setzen nämlich fest, daß für alle Zeiten: 

^ff klein gegen U. (154) 

Diese Bedingung läßt sich durch geeignete Wahl der Eon- 
stanten K und L allgemein erfüllen. Denn nach (142) ist im 
allgemeinen: 

yZ/* von der Größenordnung yÄ"-/*, 

also auch yZ/* von der Größenordnung '^Kf oder —i=^f\ 

yL 

folglich, durch Substitution in (154): 

1 /~ir 

oder "»'l/zJ ^®^° gögß^ !• (^55) 

Wir wollen zur Abkürzung schreiben: 

''''^ = cr. (156) 



Sc» [/ L> 

Nach dieser ein für allemal gemachten Festsetzung, daß a 
eine kleine Zahl ist, erhalten wir aus (153) in merklicher 
Annäherung: 

an Stelle der einfachen linearen Differentialgleichung (158) ein anderes 
Schwingungsgesetz aufstellen, das den Vorgängen in der Natur noch besser 
angepaßt ist. 



-J» 



i> 




iir-'-*- 







mhi: 



2i:ei-^3««J-.i«: = 0. 



Die zweite Gleichim; erpbt: 

und dies in die erste Gleichling snbi ü t ui cr t : 



16 1 



^ Eine direkte Abldtung dieser Gleicliiiqg mm der EUtraiientfieorie 
ist kQrzlich entwickelt worden Ton 31. Awawaw, ElektroniagBetitehe Tlworie 
der Strahlung (Leiprig, B. O. TenbnerX p. 72, 1905. 
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Diese Gleichung in a hat nur eine einzig© reelle Wurzel Schreibt 

man sie mit Benutzung ?on (156) in der Form; 

4 TT* 8 ir 



und bedenkt, daß «r eine kleine Zahl ist^ so erbellt, daB die 
reelle Wujrael u nahe gleich Null ist^ und es ergibt sich mit 
Weglassung der Glieder mit höheren Potenzen von u als erste 
Annäherung: 



An^ 



u — 



3c' ^*L 



K 



4ft« 



Sc^L' 



(163) 



und dementsprechend nach (162): 

ß = ^- (164) 

Die gefundenen Werte von u und ß denken wir uns in (161) 
und in (159) aubstituiert, setzen dann für w' eine beliebige 
komplexe Konstante, und erhalten hierauf durch Abspaltung 
des reellen Teiles der Funktion /"(/) vom imaginären die reelle 
Lösung der Schwingungsgleichung (158) in folgender Form: 

/(/)= a-e«'cos(/9/-i^), (165) 

Der Oszillator führt also schwach gedämpfte Schwingungen auSj 
deren Periode und Dämpfung durch die Werte von ß und a 
bestimmt sind. Die Amplitude C und die Phasenkonstante »9- 
hängen vom Anfangezustand ab. 

Bezeichnen wir mit v^ die Anzahl der Schwingungen in 
der Zeiteinheit, so ist 



_ j9 _ 1 [K 



(166) 



also, nach Gleichung (144), bis auf die begangene kleine Ver- 
nachlässigung ebensogroß wie im Falle der ungedämpften 
Schwingungen. 

Für das logarithmische Dämpfungsdekrement der Scbwin* 
gungeUj d. h, für den natürlichen Logarithmus des Quotienten 

zweier um die Zeit — einer Schwingung auseinanderliegenden 

Werte von f{t\ ergibt sich: 
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(167) log«-'. =-^ = -3Ä;r-2«|/f = <r, 

i^odurch die oben in (156) zur Abkürzung eingeführte Eon- 
stante (F eine einfache physikalische Bedeutong erhält 

Statt durch die Energiekonstanten K und L kann man die 
Natur des Oszillators auch durch die Schwingungskonstanten v^ 
und (7 charakterisieren^ und erhält dann aus (166) und (167): 

(168) ^^-öt:;!-' ^ = 



3ac» 3ac» 

Mit den neuen Eonstanten lautet die Schwingungsgleichung (165): 
(169) f{t) = Ce'^^*^cos{2nv^t'- &). 

§ 111. Nachdem wir bisher nur solche Schwingungen des 
Oszillators betrachtet hatten, die ohne jede Einwirkung von außen 
erfolgen und daher lediglich in dem Abklingen einer durch einen 
beliebig gegebenen Anfangszustand bedingten Erregung bestehen, 
wollen wir nun auch noch den allgemeineren Fall untersuchen, 
daß gleichzeitig von außen her auf den Oszillator gewisse Wir- 
kungen ausgeübt werden, oder mit anderen Worten, daß der 
Oszillator sich in einem von vornherein gegebenen elektromagne- 
tischen Felde befindet Die elektrische und die magnetische Feld- 
stärke dieses äußeren Feldes bezeichnen wir von jetzt an mit @ 
und mit ^. Dann erweitert sich die Energiegleichung (157) da- 
durch, daß die Energie U des Oszillators jetzt außer durch die 
Ausstrahlung von Energie auch noch durch die Arbeit geändert 
wird, welche das äußere elektromagnetische Feld an dem Oszillator 
leistet, und diese Arbeit wird, da die Achse des elektrischen 
Dipols mit der ;i^ Achse zusammenfällt, für ein Zeitelement dt 
ausgedrückt durch die Größe (S^-df—Q^-f-di, wobei ®, die 
^-Eomponente der äußeren elektrischen Feldstärke am Orte des 
Oszillators bezeichnet, d. h. derjenigen elektrischen Feldstärke,, 
welche am Orte des Oszillators bestehen würde, wenn derselbe 
gar nicht vorhanden wäre. Die übrigen Eomponenten des 
äußeren Feldes haben keinen Einfluß auf die Schwingungen 
des Oszillators. 

Da nun die Energie U des Oszillators im Zeitelement dt 
um den Betrag der angegebenen äußeren Arbeit vergrößert 
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wird, so ist die während der hiülänglich großeti Zeit T rom 
Oszillator absorbierte Energie:^ 



« + T 



(170) 



und die YerYoll3täüdigt;6 Eaergiegleichotig (157) lautet; 



i + r 



J{^-^fr-^j)^t = o. 



DarauB folgt, wenn man wieder den mit di multjplizierteu 
AuBdruck = setzt und den Wert von U au3 (142) sabatituiert, 
als Schwingttngsgleicliung des Oszillators : 



Kf+Lr-^r^'^.. 



äc" 



(171) 



oder, wenn man nach (168) für die Konstanten K und L die 



Konstanten t^^ und er einführt: 



Un^p^^f+4n^pJ~2af^^(To^a^, 



(172) 



Sobald man aus dieser Gleichung mittels des gegebenen 
Anfangszuitandes und der gegebenen äußeren Feldstärke (J^ die 
Schwingungsfanktion /' (/) des Oszillators berechnet hat, ist auch 
die Aufgabe gelöst, die Eückwirkuug des Oszillators auf das 
äußere elektromagnetische Feld zu bestimmen. Denn außerhalb 
des Oszillators superponieren sich die Komponenten des ursprüng- 
lich gegebenen Feldes: die „primäre" Welle und die Kompo* 
nenteu der vom OsziUator emittierten Kugel welle (145): die 
„sekundäre" Welle, wobei F durch (148) gegeben ist, überall 
einfach durch Addition, und damit ist der ganze Vorgang fUr 
alle Zeiten eindeutig bestimmt 



1 Mfla sieht hiermo«, d^ß die f»ab#orbierte Efsergie'' im aJIgeinesiien 
mojcti aegatiT aeiii kmn, d b. dsO unter Urne linden dareh die «if&lleiMle 
Sbmhlang dem OatilMor dlrekl Energie entzogen wird, Bm§MB Ar 
dieaeu (in der WIrmestrmiiltiiig oiebt realisierbaren) Fall werdm wtr bm 
«itten Kft^itel des fünften Abtehnitts finden. 




2^r[t-^]^»] 
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Z^NMlMs Kap«toL Ein Resonator unter der Einwirkung 
eiienen periodisciien Welle. 

;^ 1 :$« .\I& erste Anwendung der Scliwingungsgleichong (1 72 : 
AaM.ai«a nir den Fall^ daß eine ebene einfach periodische 
"^y^K'^i^ au :üch längs der a> Achse fortpflanzen möge und deren 
«c«;M«^'iK) b^eldstärke in die Richtung der^Achse fällt, den im 
oi.i^¥u lk;ftpitel betrachteten Oszillator trifift Dann haben wir 
Ui aiv primäre, erregende Welle nach den allgemeinen Maxwell- 
hOv'ü vSlcichttugen (52): 

^'^ ^ ^^ = _C7cos 

HKH'Wi ist ¥ die Schwingungszahl, C (positiv) die Amplitude 
uuU ^ die Phasenkonstante der primären Welle. 

IH« Schwingungen des Oszillators werden im allgemeinen 
wui »<kiuem Anfangszustand abhängen. Wenn aber die Zeit t 
hml&ii^lich groß genommen wird, nämlich wenn av^t eine 
y<\4o Zahl ist, so wird nach (169) der Anfangszustand für die 
^'hwingungen des Oszillators gänzlich bedeutungslos werden, und 
v)K'«t^lbeu sind dann durch die primäre Welle allein vollkommen 
iH^tiiumt In diesem Falle, den wir im folgenden ausschließlich 
b^truohtcn werden, spielt der Oszillator die Rolle eines Reso- 
UHtors, seine Schwingungen erfolgen in derselben Periode wie 
vUo dor ihn erregenden primären Welle. Setzt man in die 
^^^hwingungsgleichung (172) den Wert von ©^ für den Ort des 
l^Millators o; = 0: 

v\*a) g^= Ccos(2j;rf/<-t?-), 

»o orgibt dieselbe integriert: 

>^'obei 



vlT5) ctgy = 

Um den Winkel y eindeutig zu bestimmen, setzen wir noch 
fo*t, daß er zwischen und n liegt. Dann ist siny ebenso 
wie C stets positiv. 
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§ 113* Wenn das Verhältnis der SchwingungszaM t* der 
primären Welle zm der Eigenschwingungszahl v^ des ßesonators 
mittelgroß und von 1 merklich verschieden ist, so nimmt, da (T 
eine kleine Zahl ist, ctg y große Werte an, positiv oder negativ, 
je nachdem v kleiner oder größer als v^^. Dadurch wird der 
Winkel y nahezu oder nahezu sr, und die dem sin^ pro- 
portionale Schwing an gsamplitude des Eesonatora wird klein. 
Auch für die Grenzfdlle r — und v =^ oc werden die Schwin- 
gungen des Resonators unmerklich, da in beiden Fällen der 

Quotient ^^^/ kleine Werte annimraL Damit also ein merk- 
liches Mitschwingen des Resonators stattfindet, müssen die 
Schwingungs zahlen i- und r^ nahezu üh ereinstimmen. In diesem 
Falle weicht die Phase der Resonatorachwingung merklich ab 
von der der primären Welle, da der Phasen unterschied gerade ;' 
beträgt. Für v = Pq wird die SchwingungsampUtude des Reso- 
nators ein Maximumj und der Phasenunterschied ^ wird gleich y* 

Dann geht in demselben Augenblick, wo die äußere Feldstärke E^ 
ihren Maximalwert erreicht, f{i) durch Null hindurch, d, h, der 
elektrische Dipol ist in diesem Augenblick ungeladen und daher 
der Ladungsstrom f{i) in ihm in der größten Entwickelung 
begriffen. Überhaupt ist dann f{t] einfach proportional ®,, 
und damit die vom Resonator absorbierte Energie (170) ein 
Maximum. 

g 114, Im allgemeinen Falle, bei beliebigem Verhältnis 
von V zu Vq, ist die vom Besonator absorbierte Energie nach (ItO) 
pro Zeiteinheit: 



iJ%fät = (Sj', 



wo der Wert von E^ aus (173) zu entnehmen ist, während / 
sich nach (174) ergibt zu: 

/* = -^,'i^«i°(2«W-*-y) (176) 

= Q ^1 ^i [sin {2n vi — &) cos y — cos (2sr pt — &) sm y] . 

Bedenkt man nunj daß der 2eitliche Mittelwert von sin {2^vt^ &) 
cob{2 7t pi — &) gleich Null, und der von cos^(27e vt— d) gleich ^ 

6* 




i 
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ist, so folgt für die pro Zeiteinheit Tom Resonator absorbierte 
Energie: 

also positiv. Da der ganze Vorgang periodisch ist, so muß 
diese Energie zugleich auch die emittierte Energie darstellen. 
In der Tat ergibt sich aus (176): 

A = ^C08(2;i vi — d- — y) 

und für die Yom Resonator pro Zeiteinheit emittierte Energie 

nach (151): 

_2_ Mä_ 3 c^C* sin* y 

Für den zeitlichen Mittelwert der Energie des Resonators ergibt 
sich aus (142) und (168) auf ähnliche Weise: 

(178) ^ 3c»voy+v^ c^si^2 

§ 115. Fassen wir nun die Rückwirkung der Resonator- 
schwingungen auf die primäre Welle kurz ins Auge. Während 
sich die Komponenten der Feldstärken der primären und der 
sekundären, vom Resonator emittierten Welle überall einfach 
durch Addition übereinanderlagern, ist das mit den Energie- 
strahlungen keineswegs der Fall. Denn schon aus dem umstand, 
daß der Resonator vermöge seiner Schwingungen nach allen 
Richtungen des Raumes Energie durch Strahlung emittierti 
folgt nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie, daß er 
durch seine Schwingungen gleichzeitig der primären Welle 
Energie entziehen muß. In der Tat ergibt sich bei näherer 
Betrachtung, daß die primäre und die sekundäre Welle da, wo 
sie sich gemeinsam fortpflanzen, nämlich in denjenigen vom 
Resonator ausgehenden Richtungen, die mit der positiven a>Achse 
kleine Winkel bilden, stets in der Weise interferieren, daß sie 
sich gegenseitig schwächen, und eine direkte Berechnung der 
Energieströmung nach dem Poynting sehen Satz, auf die aber 
hier nicht näher eingegangen zu werden braucht, zeigte daß die 
Schwächung der primären Welle im ganzen genommen gerade 
gleich ist der vom Resonator absorbierten Energie. Der Resonator 
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absorbiert also pro Zeiteinheit aus der primüren Welle einea 
bestimmtcD, durch (177) ausgedruckten Energiebetrag und zer- 
streut ihn nach allen Richtungen. 

Drittes Kapitel Ein Resonator unter der Einwirkung stationärer 
Wärmestrahlung. Entropie und Temperatur des Resonators- 

§ 116, Nachdem wir im vorigen Kapitel die Schwingungg- 
gleich ung (172) eines linearen Oszillators auf den speziellen Fall 
angewendet haben, daß eine ebene periodische Welle als Erreger 
dient, wollen wir uns jetzt den Oszillator einer stationären 
Wärmeatrahlung ausgesetzt denken. Dieser Fall unterscheidet 
sich insofern wesentlich von dem vorigen, als eine ebene 
periodische Weite niemals, auch nicht bei entsprechend großer 
Schwingungszahl, als Wärmestrahlung gedeutet werden kann. 
Denn zu einer endlichen Wärmestrahlungsintensität gehört 
nach § 16 immer auch ein endlicher Öffnungswinkel der Strahlen, 
und nach § 18 immer ein Spektralbezirk von endlicher Breite. 
Eine absolut ebene und absolut periodische Welle besitzt aber 
den Offnungswinkel Null und die Spektralbreite NulL Daher 
kann auch bei einer ebenen periodischen Welle weder von 
Entropie noch von Temperatur der Strahlung die Rede sein. 
Die nähere Erklärung dieses für die elektromagnetische Theorie 
der Wärmestrahlung prinzipiell wichtigen ümstandes werden wir 
im nächsten Abschnitt kennen lernen* 

Wir stellen uns also nun den Oszillator in einem allseitig 
durch vollständig retlektierende Wände begrenzten, von beliebiger 
Wärmestrahlung erfüllten Vakuum befindlich vor. Dann wird 
sich im Verlauf der Zeit, wie in jedem nach außen abgeschlossenen, 
mit beliebiger emittierender und absorbierender Substanz be- 
setzten Raum, ein stationärer Zustand herausbilden, in welchem 
das Vakuum von unpolarisierter, nach allen Richtungen gleich- 
mäßiger Wärmestrahlung durchzogen wird. Von dieser Wärme- 
strahlung absorbiert und emittiert der Oszillator nur solche 
Strahlen, deren Schwingungszahl nahe gleich v^ ist; folglich übt 
er auf diese, und nur auf diese, einen Einfluß aus. Für alle 
übrigen Strahlenarten verhält er sich wie eine diathermane 
Substanz: sie streichen über ihn hinweg, ohne ihn zu alterieren 
oder von ihm alteriert zu werden. 
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§ 117. Wir fragen nun nach dem Zusammenhang, welcher 
nach Eintritt des stationären Zustandes zwischen den Resonator- 
schwingungen und der Wärmestrahlung im Vakuum besteht. 
Die Gleichung (172) verlangt nur die Berücksichtigung der 
Komponente S. der erregenden Welle am Orte des Oszillators 
als Funktion der Zeit. Diese Größe setzt sich aus allen den 
Oszillator treffenden Wärmestrahlen zusammen und läßt sich, 
wie kompliziert sie auch sein möge, für ein begrenztes Zeit- 
intervall, etwa von / = bis i ==%, als FouBiEBSche Reihe 
schreiben: 

(179) e. = 2'^„co8(^-*„), 

n = 

wobei die Summation über alle positiven ganzen Zahlen n zu 
erstrecken ist, während die Konstanten C^ (positiv) und &^ von 
Glied zu Glied beliebig variieren können. Das Zeitintervall % 
die Grundperiode der Foubieb sehen Reihe, wollen wir so groß 
wählen, daß alle Zeiten t, die wir in der Folge betrachten, in 
dies Zeitintervall hineinfallen, also < t <%, Daher ist jeden- 
falls das Produkt v^X eine ungeheuer große Zahl. Außerdem 
aber wollen wir immer t so groß nehmen, daß der Zustand des 
Oszillators zur Zeit t = auf die Vorgänge zur Zeit t gar nicht 
mehr von Einfluß ist. Dies erfordert, nach (169), daß das 
Produkt av^t, und um so mehr 

(180) (tVq% eine große Zahl 

ist Diese Bedingungen lassen sich ohne weiteres erMlen, da 
ja die Größe von % nach oben hin durch nichts begrenzt ist 
§ 118. Wenn wir auch über die Funktion ®^ im einzelnen 
nichts wissen, so steht sie doch in einem angebbaren Zusammen- 
hang mit den Eigenschaften der Wärmestrahlung. Zunächst 
haben wir für die räumliche Strahlungsdichte im Vakuum nach 
der Maxwell sehen Theorie: 

Da nun wegen des stationären, nach allen Richtungen gleich- 
mäßigen Strahlungszustandes die genannten sechs Mittelwerte 
einander gleich sind, so folgt: 
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und aus (179): 



«=^2"^- 



(181) 



ferner für die spezifische Intensität der ia irgendeiner Richtung 
fortschreitenden Strahlung nach (21): 

^-^-^2^'- (182) 

§ 119. Nehmen wir nun auch die spektrale Zerlegung der 

letzten beiden Gleichungen von Zunächst hahen wir nach (22): 



Auf der rechten Seite der Gleichung zer&IIt die Summe 2 ^^ 
die einzelnen den Ordnungszahlen n entsprechenden Glieder, von 
denen jedes einer einfach periodischen „Partialschwingung*^ mit 

der Schwingungazahl «' — ^ entspricht Genau genommen stellt 

diese Beziehung keine stetige Aufeinanderfolge von Schwingungs- 
zahlen V dar, da n eine ganze Zahl ist Aber n ist für die 
hier in Betracht kommenden Schwingungszahlen so ungeheuer 
groß, daß die den fortlaufenden Werten von n entsprechenden 
Schwingungszahlen v sehr dicht beieinander liegen. Daher 
umfaßt auch das Intervall dif^ obwohl gegen v unendlich klein, 
dennoch eine große Anzahl von Partialschwingungen, etwa n\ 

wobei; 

dv^^. (184) 

Setzen wir nun in der Gleichung (183) die dem Intervall dp ent- 
sprechenden Energiedichten, die ja von denen der übrigen 
Spektralbezirke unabhängig sind, auf beiden Seiten einander 
gleich, so ergibt sichj 



n -f n' 



»-'^•'-^2'^- 



oder nach (184): 



a + ■' 






(185) 



wobei wir mit Cl den Mittelwert von C2 in dem Intervall von 
n bis n + n' bezeichnen. Daß ein solcher Mittelwert, dessen 
Größe unabhängig ist von n% falls nur n' klein gegen 7i ge- 
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nommen wird, überhaupt existiert, ist natürlich nicht von vorn- 
herein selbstverständlich, sondern darch eine besondere, der 
stationären Wärmestrahlung eigentümliche Eigenschaft der 
Funktion @, bedingt Dagegen läßt sich, da viele Glieder zu dem 
Mittelwert beitragen, über die OröBe eines einzelnen Gliedes Cl 
gar nichts aussagen, und ebensowenig etwas über den Zusammen- 
hang zweier aufeinanderfolgender Glieder. Dieselben sind viel- 
mehr als völlig unabhängig voneinander anzusehen. 

In ganz ähnlicher Weise ergibt sich mit Benutzung von (24) 
für die spezifische Intensität eines monochromatischen geradlinig 
polarisierten, nach irgendeiner fiichtung fortschreitenden Strahles: 

(186) ^^^cl. 

Man ersieht hieraus u. a., daß nach der elektromagnetischen 
Strahlungstheorie ein monochromatischer Licht- oder Wärme- 
strahl keineswegs durch eine einzelne einfach periodische Welle 
dargestellt wird, sondern stets durch eine Übereinanderlagerung 
einer großen Anzahl von einfach periodischen Wellen, aus denen 
die Intensität des Strahles durch Bildung eines Mittelwertes sich 
zusammensetzt Dem entspricht auch die aus der Optik be- 
kannte Tatsache, daß zwei Strahlen von derselben Farbe, aber 
verschiedener Herkunft niemals miteinander interferieren, was 
notwendig der Fall sein müßte, wenn jeder Strahl einfach 
periodisch wäre. 

§ 120. Nachdem wir den Zusammenhang der den Besonator 
erregenden Schwingung @, mit der im Vakuum stattfindenden 
Wärmestrahlung, soweit er sich angeben läßt, festgestellt haben, 
berechnen wir die entsprechende Schwingung des Besonators, 
die sich aus (172] und (179] durch einen einfachen Vergleich 
mit (174] und (175) folgendermaßen ergibt: 

(187) m ^-^2 -P^ '^^ (2««' < - *, - yj, 

11 = 

wobei gesetzt ist: 

(188) .= J und ctgy„ = iL!^W:ii^. 

Zunächst erkennt man hieraus, wie schon in § 113 bemerkt 
wurde, daß nur diejenigen in @, enthaltenen Partialschwingungen 
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merklicheD EiDflnB auf die Schwingungen des ResoDators habeuj 
filr welche — nahe gleich 1 ist Wenn v von einem Werte^ 



der merklich kleiner ist als tu 



durch t'^ hindurch zu 



eiuem 

'^, übergebt, m wächst 



Je kleiner das 



Werte j der merklich größer iat als p^ 

der Winkel y von durch -^ hindurch bis n 

Dämpfungsdekrement «r des fiesonatorB ist, um so schmaler ist 
das CTehiet der Schwingungszahlen v, in welchem y von oder 
von 7t merklich verschieden ist, und um so steiler erfolgt inner- 
halb dieses Gebietes das Anwachsen des Winkels y toe bis ?r. 
Jedoch ist wichtig zu bemerken, daß, wie klein auch a sei^ für 
zwei benachbarte Glieder der Summe 2? ^- B* ^^ ^^^ Ordnungs- 
zahlen n und n + 1^ y stets nur sehr wenig verschiedene Werte 
annimmt Denn es ist nach (188): 

n%y^{%^w^*- (n + 1)«) ^ t ^o (t' V - «») 



ctgy»fi-ctgy = 



ff(» + if 



2n 



also nach (180) klein. Bei dieser Berechnung ist davon Ge- 
brauch gemach tj daß n groß gegen 1 und daß — nahe = L 

Man kann also sagen, daß der Winkel y zwar schnell, aber 
dodi merklich stetig von bis n wächsl^ wenn v durch i^^ 
hindurchgeht Ganz anders verhalten sich die Größen C^ 
und ^^, die sich von einem Glied der Foüriee sehen Reihe 
zum andern sprungweise und gänzlich unregelmäßig ändern 
können« 

§121. Die vom Resonator in der Zeiteinheit absorbierte 
Energie ergibt sich nach (170) durch die Bildung des zeitlichen 
Mittelwertes von (ij\ wobei £. auB (179), und f aus (187) zu 
entnehmen ist Die Berechnung ergibt ganz analog dem Aus- 
druck (177): 






(189) 



Man ersieht auch hier wieder, daß nur diejenigen Partial- 
schwingungen vom Resonator merklich absorbiert werden, dereu 
Schwingungszahl v der Eigenscbwingungszahl v^^ des Resonators 



tiilM liegt; 
NtiU ak 



denn 



nur 



mr diese weicht ^^^^ merklich 



von 



DiTidfcereo wir die vom Rjesonator absorbierte Coergie darcb 
£i ipenfische luteimtät St^ der auf iho treffenden monochro- 
mitidobtn Strahlung toh der Schwingongsrnhl p^^ so eiiialten 
»ir dnt QröBo, die wir als ein Maß fiir das Absorptions- 
vem^^geo des Resonators ansehen koiinen. 
^b $ ISS« Jetzt föhren wir den zwar aicht tob Tontherein 
^■rtllüMiwuHndtii hi' li , aber durch die elementarsten Erfahrangen 
mat den Qobiete der Warmestrahlang bewahrten und Ton uns 
idiOii Mit dem § 12 fortwährend benutzten Satz ein, daß das 
sn unabhingig ist von der Intensität der auf- 
I Strfthhuig. Für den ? orliegeudeo Fall ergibt sich dann 
AmA Yeiglsicliang roti (180] und (IBtJj, daß der Quotient 



Oimx^r. 



IM) 



-=r^ -^ Ä 



\ iM fOn 4«a Atii{4itiiden C^. Der Wert von Ä läßt sich 
liMll im dwi q^üMltii Fall ableitan, daß alle Amplituden c; 
«iMihl«r (tWch sind. Danii wird der Mittelwert Cl gleich C* 
ül^h WbA oi folgt: 



l\^ Wtrt kW Sumilt^ '^Öl sich am einfachsten berechnen 
♦iW^ V^NTwasädJimg tu ein Integrai Wir schreiben zunächst: 

•i^ ^ 4|» IHtferMii wwmmt anfeinuiderfolgenden Ordnungs- 
IJNiMi U K% MtiprsdiMdeii ScbwingungsEablen seien p 






1 1^^ «kilk tMM« mit r iadert Die Subaütutiou 
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Zum Werte dieses Integrals tragen nur diejenigen Glieder merk- 
lich bei; für welche p nahezu gleich v^ ist« Daher läßt sich 
einfacher schreiben: 



^=-/.- 



dp 



4.n*{p -y^)^ 



ir»ro« 



undj wenn man atatt p als Integrationsvariable einführt: 



X = 



+ 00 






Somit erhalten wir aus (190): 



s 



2»', 



(191) 



uod aus (186) für die spezifische Intensität der monochromatischen 
Strahlung Ton der Schwingangszabl i',: 



^0- 32 „t„ -^ ^1 



(192) 



Ebensogroß wie die Yom ßesonator in der Zeiteinheit absorbierte 
Energie (189) ist wegen dea stationären Zustandes die von ihm 
in der Zeiteinheit emittierte Energie, wie man auch direkt 
durch Berechnung der Größe (151) mit Benutzung von (IST) 
tinden kann, 

§ 133. Für den zeitlichen Mittelwert der Energie deg 
Eesonators endlich ergibt sich aus (142), (168) und (187) durch 
einen Vergleich mit (17S); 






oder auch, da zum Wert der Summe nur diejenigen Glieder 
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merklich beitragen, deren Seh wingangszahlt/ derEIigenschwingnngs- 
zahl Vq des Resonators nahe liegt: 

3c» ^ C'sinV« 







Durch Vergleich mit (192) ergibt sich so die einfache Be- 
ziehung: 



.« 



(193) ü = ^ 



"0 



zwischen der mittleren Schwingungsenergie des Resonators und 
der spezifischen Strahlungsintensität eines monochromatischen 
geradlinig polarisierten Strahles von der Periode des Reso- 
nators. Hierbei ist besonders bemerkenswert, daß die Dämpfungs- 
konstante a des Resonators in diese Relation gar nicht eingeht. 
Femer erhält man mit Rücksicht auf (24): 

(194) ü^-^^ 

als Beziehung zwischen der mittleren Energie des Resonators 
und der räumlichen Strahlungsdichte der Schwingungszahl v^ im 
stationären Strahlungszustand. 

Endlich ergibt sich durch Vergleichung mit (185): 

wodurch die Energie des Resonators direkt in Zusammenhang 
gebracht wird mit der elektrischen Feldstärke (1T9) der ihn er- 
regenden Welle. Der Mittelwert von Ci ist, wie in (185), zu 
bilden aus einer großen Anzahl von Partialschwingungen, deren 
Schwingungszahlen v der Eigenzahl v^ des Resonators nahe 
liegen. 

§ 124. Wir denken uns nun mit dem betrachteten System, 
das aus einem gleichmäßig durchstrahlten, von vollständig und 
diffus reflektierenden Wänden begrenzten Vakuum und dem 
darin befindlichen ruhenden Resonator besteht, eine unendlich 
kleine reversible Zustandsänderung vorgenommen, etwa so, daß 
wir die Strahlung adiabatisch und unendlich langsam kom- 
primieren, wie das im vorigen Abschnitt beschrieben wurde. 
Dann bleibt nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
die Gesamtentropie des Systems ungeändert, dagegen wird durch 
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die KompressioD die Intensität S jeder einzelnen Schwingungs- 
zahl verändert, und iöfolgedeasen auch die Energie ü des Reso- 
nators* Denn dieae ist im stationären Znstand nach (193) pro- 
portional der Intensität ^^ der ihn erregenden monochromati- 
schen Strahlung, Der Re&ODator wird also einen Teil der dui^ch 
die Kompression erzeugten Strahlnngsenergie ahsorbieren und 
diesen Energiebetrag der freien Wärmestrahlung im Vakuum 
entziehen« 

Zur bequemeren Übersicht könoen wir uns jeden unend- 
lich kleinen Kompressionavorgang so io zwei Epocben zerlegt 
denken, daS in der ersten Epoche die Kompression stattfindet 
und dabei die Strahlung sich Terhält, als ob der Kesonator gar 
nicht vorhanden wäre, und daß dann in der zweiten Epoche 
der Resonator soviel Energie ans der ihn erregenden Strahlung 
absorbiert, daß die durch die Vorgänge der ersten Epoche ge* 
störte Beziehung (193) wieder in Gültigkeit tritt. Während der 
ersten Epoche bleibt nach den Ergebnissen des Torigen Ab- 
schnitts die Entropie der Wärmestrahlung im Vakuum für sich 
konstant; während der zweiten Epoche aber ändert sich die 
Entropie der Wärmestrahlung durch Abgabe von Wärme an 
den Resonator* Da nun die Gesamtentropie des Systems kon- 
stant bleiben muß, so folgt daraus, daß nicht nur der freien 
Wärmestrahlung, sondern auch dem Kesonator eine 
Entropie zukommt^ deren Änderung die Entropieänderung 
der freien Wärmestrahlung gerade kompensiert. Da der thermo- 
dynamische Zustand des Resonators allein von seiner Energie U 
abhäugt, so ist auch die Entropie S des Resonators durch Z/bestimmt. 

§ 135* Es ist leichti die Beziehung zwischen der Entropie 
des Resonators und der räumhchen Entropiedichte der mono- 
chromatischen Vakuumstrahluug von der Schwingungszahl v^ im 
stationären Zustand aufzustellen. Denn nach dem zweiten 
Hauptsatz ist der stationäre Zustand unter allen Zuständen 
dadurch ausgezeichnet, daß in ihm die Gesamtentropie des 
Systems ein Maximum besitzt. Die Gesamtentropie besteht aber 
aus der Entropie des Resonators: S, und aus der Entropie (113) 
der äußeren Strahlung: 



• I S dvt 



1 



I^^ S mimi tm mmi Jbmirptün dBkirümaqngtiackBr Weüen 



w^obä V das Valmuöi des jieidmiaßig durchstrahlten Yakaams 
bedeutetL Daim ist :iIso lär JexL absolut stalnlen Strahluogs- 
zustand, i L är ^snssi Sdsonator in enexa toh schwarzer 
Str ahlTing «fülteu Vaktram voa b^stmLoiteiii Tohunen: 

c 



oder: ~3r-{-v\ i^dvidw^O. 

<tC ^ I Ott 

«r 

Die einzige Bedingung welcher die YariatiooL 8 m genügen hat, 
ist die^ daB die Gesamtenergie des Srstems die nämliche 
bleibt, also: 



ar+rj" 





Sndw^O. 



Wir wollen nun die räumliche Energiedichte u und infolgedessen 
anch die ränmliche Entropiedichte § aller Strahlenarten nnyariiert 
lassen bis auf einen schmalen Spektralbezirk in der Umgebung 
der Schwingungszahl w^, Ton der Breite Jr^, wobei Jp^ klein 
gegen r^^ im übrigen aber beliebig ist Dann reduzieren sich 
die letzten Gleichungen auf: 



und 

Hieraus folgt: 
(196) 



du du^ 



SU+ri^SnJr^=^0 



ÖU+VSnJr. 







dS ^ agp 
dU duo 



Die vier Größen S, ü, %, w^ häugen, bei gegebenem v^, von einer 
einzigen Variabein ab. Denn S ist eine bestimmte Funktion 
von f\ *^j eine solche von m^, und U ist mit u^ durch die Be- 
liehuug (U>4) verbunden. Man kann daher, bei konstantem v^, 
auch »chnnbon: 

dS ^ <^^_ ^ g' 

uttd ^tXxiXi hioruus durch Integration, mit Fortlassung der 
VbftiikaU^vU WdiMitiuigsloson Integrationskonstanten: 
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(197) 



8 n v,' 



als Beziehong zwischen der Entropie des Resonators und der 
räumlichen Dichte der Strahlungaentropie Ton der Schwingungs- 

Ferner nach (133): 



zahl ff^ im stationären Zustand^ 



S^ 



t '^0 



(198) 



als Beziehung zwischen der Entropie des Resonators nnd der 
spezifischen Intensität der monochromatischen geradUnig polari* 
sierten Entropiestrahlung von der Schwingungszahl f^, 

§ 136, Die Gleichung (196) besitzt eine einfache physi- 
kalische Bedeutung, sie liefert nämlich mit Rücksicht auf (HT): 



dU 



(199) 



I 



wohei T die Temperatur der den Resonator erregenden Strahlung 
bedeutet Wenn wir also allgemein den reziproken Wert der 
dS 



Größe 



dt; 



welche nur von der Energie und der natürlichen 



Beschaffenheit des Resonators abhängt, als jjTemperatur des 
Resonators" definieren, so gilt der Satz, daß im stationären 
Strahlungszustand die Temperatur des Resonators 
gleich ist der Temperatur der ihn erregenden mono- 
chromatischen Strahlung, 

g 137, Über die Abhängigkeit der Entropie S eines Reso- 
nators Ton seiner Energie U kann man etwas erfahren aus dem 
Wien sehen VerschiebungsgesetZj indem man etwa in die Form (134) 
desselben v = i'^j, und fiir 2^ und ^^ die sich aus (198) und (193) 
ergebenden Werte setzt. Man erhält dann: 



-^(^y 



(200) 



wobei die Funktion F außer ihrem Argument nur universelle 
Konstante enthältj also namentlich auch keine auf die natür* 
liehe Beschaffenheit des Resonators bezflgliche Konstante. Dies 
ist die einfachste unter allen bisher von uns auf- 
gestellten Formen des WiEKschen Verschiebungs- 
gesetzes, da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c in ihr über- 
haupt nicht f und die Schwingungszahl v^ nur ein einziges Mal 
in der ersten Potenz vorkommt. Es ist auch leicht zu ver- 



i 
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stehen, daß die Eanfachheit der mathematischen Relation ihren 
Grund haben wird in der Einfachheit des durch die Resonator- 
Schwingungen dargestellten physikalischen Vorganges. 

Dieser Umstand läßt darauf schließen, daß von dieser ein- 
fachen Beziehung aus am ehesten ein Einblick in die Natur 
der Verschiebungsfunktion F zu gewinnen sein ¥drd. Wenn die 
analytische Form dieser universellen Funktion gefunden ist, so 
ergibt sich nach § 92 f. ohne weiteres daraus das Gesetz der 
Energieverteilung im Normalspektrum. Eine Lösung dieser Auf- 
gabe scheint aber nicht möglich zu sein ohne ein näheres Ein- 
gehen auf den BegriflF der Entropie, und dieser Begriflf wird, vom 
Standpunkte der elektromagnetischen Strahlungstheorie aus, erst 
dann vollkommen verständlich, wenn man ihn mit dem der 
Wahrscheinlichkeit in Zusammenhang bringt, wie im nächsten 
Abschnitt näher ausgeführt werden soll. 



Vierter Absclmitt 

Entropie und Walirscheinliclikeit. 




Erstes Kapitel. Einleitung. Grundlegende Sätze und Definitionen. 

§ 128* Da ruit der Einfühniug von Wahrscheinliclikeita- 
betrachtuogen in die elektromagnetisclie StrahlangsÜieorie eia 
ToUItommen neues i den Grundlagen der ElelEtrodyBamik gänz- 
lich fremdes Element in den Bereich der Untersuchungen ein- 
tritt j so erhebt sich gleich zu Beginn dieses Abschnitts die 
prinzipielle Vorfrage nach der Berechtigung und nach der 
Notwendigkeit solcher BetrachtuDgen. Man könnte nämhch bei 
oberflächlicher Überlegung leicht zu der Schlußfolgerung neigen, 
daß itlr Wahrscheinlichkeitsrechnungen in einer rein elektro- 
dfBamiscben Theorie überhaupt kein Platz Torhanden wUre. 
Demi da die elektromagnetischen Feldgleichungen zusammen 
mit den Anfangs- und den Grenzbediugungen den zeitlichen 
Verlauf eines elektrodynamischen Vorganges bekanntlich ein- 
deutig bestimmen, so wären Betrachtungen, die außerhalb der 
Feldgleichungen stehen, prinzipiell unberechtigt, in jedem Falle 
aber entbehrlich* Entweder führen sie nämlich zu denselben 
Ergebnissen wie die elektrodynamischen Grundgleichungen — 
dann wären sie überflüssig; oder sie führen zu anderen Er- 
gebnissen — dann wären sie unrichtig. 

Trotz dieses scheinbar unausweichlichen Dilemmas steckt 
in jener Überlegung doch eine Lücke. Denn die Ergehnisse, 
zu denen in der elektromagnetischen Wärmestrahlungstheorie die 
elektrodynamischen Grundgleichungen allein genommen führen^ 
sind keineswegs eindeutig, sondern sie sind im Gegenteil viel- 
deutig, und sogar von unendlich hoher Ordnung tieldeutig. 
Knüpfen wir, um dies einzusehen, an das spezielle im letzten 
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Kapitel betrachtete Beispiel an« daß ein Resonator Ton der dort 
betrachteten elementaren Art sich in einem nach allen Rich- 
tungen gleichmäßig dnrchstrahlten Vakanm befindet Wir zogen 
dort den Schluß, daß sich im Laufe der Zeit ein stationärer 
Schwingungszustand herstellt^ in welchem die Tom Resonator in 
der Zeiteinheit absorbierte und emittierte Energie einen kon- 
stanten, der Intensität S^ der ihn erregenden monochromatischen 
Strahlung proportionalen Wert besitzt Aber diesen Schluß 
konnten wir, wie zu Beginn des § 122 ausdrücklich berror- 
gehoben wurde, nur thermodynamischy keineswegs elektro- 
dynamisch begründen, während man doch vom Standpunkt der 
elektrodynamischen Strahlungstheorie aus Terlangen müßte, daß, 
wie alle Begriffe^ so auch alle Sätze der Wärmestrahlung aus 
rein elektrodynamischen Überlegungen heraus entwickelt werden. 
Wollte man nun versuchen, den allgemeinen Zusammenhang 
zwischen der Tom Resonator absorbierten EInergie und der 
Intensität der ihn erregenden Strahlung ganz ohne die Ein- 
mischung thermodynamischer Erfahrungen auf rein elektro- 
dynamischem Wege abzuleiten, so würde man bald finden, daß 
es einen solchen allgemeinen Zusammenhang gar nicht gibt, 
oder mit anderen Worten, daß man über die Tom Resonator 
absorbierte Energie, bei gegebener Intensität der ihn erregenden 
Strahlung, vom Standpunkt der reinen Elektrodynamik aus über- 
haupt gar nichts aussagen kann^ solange Yon den Werten der 
Amplituden C^ und der Phasenkonstanten &^ der einzelnen in 
der erregenden Strahlung enthaltenen Partialschwingungen nichts 
Näheres bekannt ist Denn sowohl die absorbierte Energie als 
auch die Intensität der erregenden Strahlung werden durch ge- 
wisse Mittelwerte dargestellt, die aus den Größen C^ und &^ 
jedesmal in yerschiedener Weise zu bilden sind, und die daher 
nicht allgemein aus einander berechnet werden können, ebenso- 
wenig, wie man etwa den Mittelwert yon C^ aus dem Mittelwert 
von C^ allgemein berechnen kann. Wenn also auch die Intensität 
der Strahlung, die yon allen Seiten auf den Resonator fällt^ für 
alle Spektralbezirke als Funktion der Richtung und eventuell der 
Zeit Yollständig gegeben ist, und auch der Anfangszustand des 
Resonators bekannt ist, so lassen sich die Schwingungen des 
Resonators daraus doch noch nicht eindeutig berechnen, auch nicht 
annähernd, auch nicht für hinreichend lange Zeitepochen. Viel« 
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mehr kann der Resonator, falls über die Einzelwerte der O^ 

und ü'^ geeignet verfügt wird, durcli die nämliche auffallende 
Strahlungsiötenaität zu gänzlich Yerschiedeuartigen Schwingungen 
veranlaßt werden. Ja^ wir werden ipater, im ersten Kapitel 
des nächsten Abschnitts, einen speziellen, mit allen elektro- 
dynamiflchen Gesetzen vollkommen verträglichen Vorgang näher 
besprechen, wo der Resonator, so seltsam das klingt ^ die von 
allen Seiten auf ihn fallende Strahlung volla tändig und fort- 
während absorbiert, ohne überhaupt jemals die geringste Menge 
Energie auszustrahlen (§ 172); femer auch einen anderen Vor- 
gang, wo die vom Resonator absorbierte Energie sogar negativ 
ist,* wo also die auffallende Strahlung dem Resonator Energie 
entzieht, bis seine Energie gleich Null wird! (§ 173) 

An einem einzigen solchen Beispiel sehen wir, daß durch 
die Intensität der en'egenden Strahlung die Schwingungen des 
Resonators noch keineswegs bestimmt sind, und daß daher in 
einem Falle, wo nach den Gesetzen der Thermodynamik und 
nach allen Erfahrungen ein eindeutiges Resultat zu erwarten 
ist, die reine Elektrodynamik vollkommen im Stiche läßt, da 
fiir sie die vorliegenden Daten noch lange nicht hinreichen, um 
die in den elektrodynamischen Differentialgleichungen auftreten- 
den Konstanten eindeutig zu bestimmen, 

§ 139t Ehe wir diesen Umstand und die damit fdr die 
elektrodynamische Theorie der Wärmestrahlung verbundene 
Schwierigkeit weiter verfolgen, möge darauf hingewiesen werden, 
daß bei der mechanischen Wärmetheorie, speziell der kinetischen 
Gastheorie, genau der gleiche Umstand und die gleiche Schwierig- 
keit vorliegt. Denn wenn etwa in einem strömenden Gase zur 
Zeit ; = an jeder Stelle die Geschwindigkeitj die Dichte und 
die Temperatur des Gases gegeben ist und außerdem die Grenz* 
bedingungeo vollständig bekannt sind, so wird man nach allen 
Erfahrungen erwarten, daß dadurch der zeitliche Verlauf des 
Vorganges eindeutig bestimmt ist. Vom rein mechanischen 
Standpunkt aus ist das aber keineswegs der Fall; denn durch 
die sichtbare Geschwindigkeit, die Dichte und die Temperatur 
des Gases sind noch lange nicht die Orte und die Geschwindig- 
keiten aller einzelnen Moleküle gegeben, und diese müßte man 
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gaum kemsKen, vc^ mum mm iea B c wggM g igMfiiingeü den 
zeididia TeriMf dn Tofsue» mOstinfig berednoi wiülto. 
Arndt hier UBn sA leicht «^cb, d^ bei da Bämlkhen 
Weiten der arlnlMicn C c Ktnindistrit, der Didbte und der 
Tespentnr wnfdBri i wie gfaiiift T fryhiedfn agtige Ycn^inge 
mefhmhtrh mügtifh snd, von denen einige den GmndsUzen 
der ThenM>^nnMil^ n i fntlW'k dem zweiten Hm^taslZy dird^t 
widec^mdien. 

§130. Ans dieHnUberiegnagen teilen wir. dnfi^ wenn es ndi 
mn die B ei e dumn g des seitlidien Yerlnn£i eines tfaennodynnmi- 
sehen VOTgsnges Imdeh, sowohl die nMcfannisdie Winnetheorie 
ab nndi die eldEtiodjnamisdie Thecxie der Wirmestrahhing 
mit dcrjqiigen Famnüerang der Anfimp»- nndGrenzbedingniigen, 
welche in der Thermoctynamik xnr eindeotigen Besthnmimg des 
Vorganges ToHtommen hinreicht, keineswegs aoskonunt, sondern 
daß Tom Standpunkt der reinoi Mechanik bez. Elddrodynamik 
betrachtet noch unendlich Tide Lösongen desProUems ezistieren« 
Infolgedessen bleibt, fidls man nicht überhaupt ganz darauf Ter- 
zichten will, die thermodjnanüschen Vorginge mechanisch bez. 
elektrodynamisch zu bereifen, nur die eine Mö^chkeit übrig, 
durch Einführung Ton besonderen ergänzenden Hypothesen die 
Anfangs- und Grenzbedingungen insoweit naher zu präzisieren, 
dafi die mechanischen oder elektrodynamischen Gleichungen auf 
ein eindeutiges und mit der Elrfiihrung übereinstimmendes Resultat 
führen. Wie man eine derartige Hypothese zu formulieren hat, 
dafür läßt sich aus den Prinzipien der Mechanik oder Elektro- 
dynamik selber natürlicherweise kein Anhaltspunkt gewinnen; 
denn diese lassen ja gerade den Fall ganz offen. Ebendeswegen 
ist aber auch yon Tomherein jede mechanische oder elektro- 
dynamische Hypothese zulässig, welche eine nähere, durch 
direkte Messungen gar nicht kontrollierbare Spezialisierung der 
gegebenen Anfangs- und Grenzbedingungen enthält Welcher 
Hypothese Tor den übrigen der Vorzug zu geben ist, darüber 
kann die Entscheidung nur dadurch gewonnen werden, daß man 
die Resultate, zu denen die Hypothese ftüirt, hinterher im Lichte 
der thermodynamischen Erfahrungssätze prüft 

§ 181. Nun ist es sehr bemerkenswert, daß, obwohl hier- 
nach die definitive Prüfung der verschiedenen zulässigen Hypo- 
thesen erst a posteriori erfolgen kann, man doch schon durch 
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eine Betrachtung a priori, ohne sich irgendwie auf die Thermo- 
dynamik 211 stützen, einen festen Anhaltspunkt flir den iDhalt 
der aufznsteUenden Hypothese gewinnen kann. Fassen wir näm<> 
lieh einmal wieder das obige Beispiel (§ 128) ins Auge, daß ein 
Resonator bei gegebenem Anfangsznstand einer Strahlung Yon 
gegebener Intensität ausgesetzt ist Dann ist, wie damals be- 
sprochen wurde, der Schwingunga Vorgang im Eesonatorp solange 
man die unkontrollierbaren Einzel werte der ü und & in der 
erregenden Strahlung ganz offen läßt, unendlich vieldeutig. Wenn 
man nun aber alle die unendlich verschiedenen Fälle, wie sie 
den verschiedenen bei der gegebenen Strahlungsintensität mög- 
lichen Werten der C^ und ß-^ entsprechen, naher untersucht, 
und die Besultate» 2U denen sie einzeln führen, miteinander ver- 
gleicht, so findet man^ daß die ungeheure Mehrzahl dieser Fälle 
in den Mittelwerten zu ganz übereinstimmenden Resultaten führt, 
wälnrend diejenigen Fälle, in denen sich merkliche Abweichungen 
zeigen, nur in verhältnismäßig verschwindend geringer Anzahl 
aui^eten, nämhch dann, wenn gewisse ganz Bpezielle weitgebende 
Bedingungen zwischen den einzelnen Größen C^ und \t^ erfüllt 
sind. Nimmt man also an» daß solche spezielle Bedingungen 
nicht gelten^ so ergibt sich, wie verschieden auch die Kon- 
stanten C^ und i\ im übrigen gewählt werden mögen, flir den 
Eesonator ein© Schwingung, die, wenn auch natürlich nicht in 
allen Einzelheiten, so doch in bezug auf alle meßbaren Mittel- 
werte — und diese sind die einiigenj welche kontrolliert werden 
können — eine ganz bestimmte genannt werden kann* Und, 
was nun das Bemerkenswerte dabei ist: gerade die auf diese 
Weise erhaltene Schwingung entspricht den Forderungen des 
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik , wie im nächsten Ab- 
schnitt näher ausgeführt werden wird (vgl. § 182)* 

In der Mechanik verhält es sich genau ebenso. Wann 
man, um auf das vorige Beispiel (§ 129) zurückzukommen, alle 
nur denkbaren Lagen und Geschwindigkeiten der einzelnen Gas- 
moleküle ins Auge faßt, die mit den gegebenen Werten der 
sichtbaren Geschwindigkeit^ der Dichte und der Temperatur des 
Gases verträglich sindj und für jede Kombination derselben den 
mechanischen Vorgang genau nach den Bewegungsgleichungen 
berechnet, so findet man ebenfalls, daß in der ungeheuren Mehr- 
zahl der Fälle Vorgänge resultieren , die, wenn auch nicht in 
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den Einzelheiten, so doch in allen meßbaren Mittelwerten mit- 
einander übereinstimmen, und die außerdem dem zweiten Haupt- 
satz der Thermodynamik Genüge leisten. Nur einige wenige 
besondere Fälle, in denen zwischen den Koordinaten und den 
Geschwindigkeiten der Moleküle ganz spezielle Bedingungen be- 
stehen, liefern abweichende Ergebnisse. 

§ 133« Nach diesen Betrachtungen ist klar, daß die Hypo- 
thesen, deren Einführung oben als notwendig nachgewiesen 
wurde, ihren Zweck yoUständig erfüllen, wenn ihr Inhalt nichts 
weiter besagt, als daß derartige besondere Fälle, die speziellen 
Bedingungen zwischen den einzelnen direkt nicht kontrollierbaren 
Konstanten entsprechen^ in der Natur nicht vorkommen. In der 
Mechanik leistet dies die Hypothese, ^ daß die Wärmebewegungen 
„molekular-ungeordnet" sind, in der Elektrodynamik leistet das 
Entsprechende die Hypothese der „natürlichen Strahlung^', welche 
besagt, daß zwischen den zahlreichen verschiedenen Partial- 
Schwingungen (179) eines Strahles keine anderen Beziehungen 
bestehen, als diejenigen, welche durch die meßbaren Mittelwerte 
bedingt sind (§ 181). Wenn wir zur Abkürzung alle Zustände 
und alle Vorgänge, für welche eine solche Hypothese gilt, als 
„elementar ungeordnet'' bezeichnen, so liefert der Satz, daß in 
der Natur alle Zustände und alle Vorgänge, welche 
zahlreiche unkontrollierbare Bestandteile enthalten, 
elementar ungeordnet sind, die Vorbedingung, aber auch 
die sichere Gewähr für die eindeutige Bestimmbarkeit der meß- 
baren Vorgänge, sowohl in der Mechanik als auch in der 
Elektrodynamik, und zugleich für die Gültigkeit des zweiten 
Hauptsatzes der Thermodynamik, womit dann selbstverständlich 
auch der für den zweiten Hauptsatz charakteristische Begriff der 
Entropie und der damit unmittelbar verbundene der Temperatur 
seine mechanische bez. elektrodynamische Ehrklärung finden muß. 
Zugleich folgt hieraus, daß die Begriffe der Entropie und der 
Temperatur ihrem Wesen nach an die Bedingung der elemen- 
taren Unordnung geknüpft sind. Eine rein periodische absolut 
ebene Welle besitzt weder Entropie noch Temperatur, weil sie 



* L. BoLTZMANN, Vorlesungeo über Gastheorie, 1, p. 21, 1896. Wiener 
SiUungsber., 78, Juni 1878, am Schluß. Vgl. auch S. H. Bubbübt, Nature, 
61, p. 78, 1894. 
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gar keine unkontrollierbareE Größen enthält, also auch nicht 
elementar ungeordnet sein kann, ebenaowenig wie das bei der 
Bewegung eines einzelnen starren Atoms der Fall ist Erst das 
unregelmäßige Zusammenwirkea sehr vieler Partialschwingungen 
verschiedener Perioden, die sich unabhiingig voneinander nach 
den verschiedenen Eichtungen des Raumes fortpSanzen, oder 
das ungeregelte Durcheinanderschwirren sehr vieler Atome schafft 
die Vorbedingung für die Gültigkeit der Hypothese der elemen- 
taren Unordnung und somit für die Existenz einer Entropie und 
einer Temperatun 

g 133* Welche mechanische bez. elektrodynamische Größe 
stellt nun aber die Entropie eines Znstandes dar? Offenbar 
hängt diese Größe irgendwie mit der ,j Wahrscheinlichkeit" des 
Zustandes zusammen. Denn da die elementare Unordnung und 
der Mangel jeglicher EinzelkoatroUe zum Wesen der Eutropie 
gehörtj so können nur kombinatorische oder Wahrscheinlichkeits- 
betrachttmgen die nötigen Anhaltspunkte zur Berechnung ihrer 
Größe liefern. Schon die Hypothese der elementaren Unordnung 
selbst ist ja ihrem Wesen nach ein Wahrscheinlichkeitssatz, da 
sie aus einer ungeheuren Anzahl von gleichmöglichen Fällen 
eine bestimmte Anzahl herausgreift und dieselben als in der 
Natur nicht e]ristent bezeichnet 

Da nun der Begriff der Entropie, ebenso wie der Inhdt 
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, ein universeller 
ist, und da andererseits die Wahrscheinlichkeitasätze nicht minder 
universelle Bedeutung besitzen, so ist zu vermuten, daß der 
Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit ein 
sehr enger sein wird* Wir stellen daher unseren ferneren Äua- 
fiihruugen folgenden Satz an die Spitze: Die Entropie eines 
physikalischen Systems in einem bestimmten Zustand 
hängt lediglich ab von der Wahrscheinlichkeit dieses 
Znstandes. Die Zuläasigkeit und Fruchtbarkeit dieses Satzes 
wird sich später in verschiedenen Fällen zeigen. Einen all- 
gemeinen strengen Beweis desselben zu tiefem werden wir aber 
hier nicht versuchen* Ja, ein derartiger Versuch würde offenbar 
an dieser Stelle nicht einmal einen Sinn haben. Denn solange 
die ,,Wahrscheinlichkeit** eines Zustandes nicht zahlenmäßig 
definiert ist, laßt sich der obige Satz auch nicht zahlenmäßig 
auf seine Richtigkeit prüfen- Man könnte sogar vielleicht auf 
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den ersten Blick Termoteii, da& er ans diesem Grttnde überhaupt 
keine o bestimmten physikalischen Inhalt besitzt. Indessen laBt 
sich durch eine einfache Deduktion zeigen, daB man, ohne noch 
auf den Begriff der Wahrscheinlichkeit eines ZtiBtatides näher 
einzugehen p auf Grund des obigen Satzes doch schon in der 
Lage istp die Art der Abhängigkeit der Entropie Ton der Wahr- 
scheinlichkeit ganz allgemein zu fixieren. 

§ 134. Bezeichnet nämlich S die Entropie, W die Wahr- 
scheinlichkeit eines physikalischen Systems in einem bestimmten 
Zustand, so besagt der obige Satz« daß 

(201) S^nW), 

wobei f{W) eine universelle Funktion des Arguments W bedeutet. 
Wie man nun auch W näher definieren möge^ soTiel läßt sich 
jedenfalls dem mathematischen Wakrscheinlichkeitsbegrifie als 
feststehend entnehmen^ daß die Wahrscheiulichkeit eines Systems, 
das aus zwei ?oneinander ganz unabhängigen Systemen zu^ 
sammengesetzt ist, gleich dem Produkte der Wahrscheinlich- 
keiten der beiden Einzel Systeme ist Denken wir uns z. B. als 
erstes System irgendeinen Körper auf der Erde, als zweites 
System einen durchstrahlten Hohlraum auf dem Sirius ^ so ist 
die Wahrscheinlichkeit dafilr, daß sich der irdische Körper in 
einem bestimmten Zustand 1, und zugleich die Hohlraumstrablung 
in einem bestimmten Zustand 2 befindet: 

(202) W= TF^-TFj, 

wenn Tl\ und W^ die Wahrscheinlichkeiten dafilr sind, daß sich 
das betreffende System in dem betreffenden Zustande befindet 
Sind nun S^ und S^ die Entropien der Einzelsysteme in den 
beiden Zuständen, so ist nach (201); 

Aber nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist 
die Gesamtentropie beider Toneinander unabhängigen Systeme: 

S^S^ + S^, folglich nach (201) und (202)j 

Am dieser Funktionalgleichung IfiJt sich /"berechnen- Differentüert 
giiü nämlich auf beiden Seiten nach J}\, bei konstantem W^, 
90 kommt: 
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DiffereDÜiert man ferner nach W^^ bei konatantem W^j so kommt: 

oder f(JV) + Wf{W] ^ . 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichang zweiter 
Ordnoog ist: 

f(W}=k log W + const Also nach (201); 

S = ^loglT'+conBt, (203) 

wodurch die Abhängigkeit der Entropie von der Wahrscheinlich- 
keit allgemein bestimmt ist Die universelle Integrationskonstante k 
ist fiir ein irdisches System dieselbe wie ftlr ein kosmisches, und 
wenn ihr numerischer Wert für dieses bestimmt ist, gilt er 
auch Mr jenes. Die zweite, additive, Integrationskonstante hat, 
weil die Entropie S eine willkttrliche additive lionstante ent- 
hält, keine physikaHsche Bedeutung, und kann nach Belieben 
fortgelassen werden* 

§ 135, Die Beziehung (203) enthält eine allgemeine Methode, 
um den Ausdruck der Entropie S durch Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen zu berechnen* Doch wird dieselbe natürlich erst 
dann von praktischem Nutzen, wenn die Größe W der Wahr- 
scheinlichkeit eines physikalischen Systems in einem gegebenen 
Zustand zahlenmäßig angegeben werden kann. Die Aufsuchung 
der allgemeinsten und präzisesten Definition dieser Größe gehört 
lu den wichtigsten Aufgaben der mechaniächen bez. elektro- 
dynamischen Wärmetheorie* Zunächst erfordert sie ein näheres 
Eingehen auf den Begriff des „Zustandes" eines physikalischen 
Systems. 

Unter dem „Zustand'* eines physikalischen Systems zu einer 
bestimmten Zeit verstehen wir den Inbegriff aller derjenigen 
voneinander unabhängigen Größen, durch welche der zeitliche 
Verlauf der in dem System stattfindenden Vorgänge, soweit sie 
der Messung zugänglich sind, bei gegebenen Grenzbedingungen 
eindeutig bestimmt vnid; die Kenntnis des Zustandes ist also 
genau äqui?alent der Kenntnis der „Anfangsbedingungen"- Daher 
ist z. B. bei einem aus unveränderlichen Molekülen bestehenden 
Gase der Zustand bestimmt durch das Gesetz der Raum- und 
Geschwindigkeitsverteilung, d. h. durch die Angabe der Anzahl 
der Moleküle, deren Koordinaten und Geschwindigkeitskompo- 
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nenten innerhalb je eines einzelnen kleinen ,,Intervalls'' oder ,,Ge- 
bietes^' liegen. Die auf die verschiedenen Gebiete entfallenden 
Molekülzahlen sind im allgemeinen ganz unabhängig voneinander, 
da der Zustand ja kein Gleichgewichts- oder stationärer Zustand 
zu sein braucht; sie müssen also alle einzeln bekannt sein, wenn 
der Zustand des Gases als gegeben betrachtet werden solL Dagegen 
ist es für die Charakterisierung des Zustandes nicht erforderlich, 
nähere Details bezüglich der innerhalb eines einzelnen Elementar- 
gebiets befindlichen Moleküle anzugeben; denn hier tritt als Er- 
gänzung die Hypothese der molekularen Unordnung ein, welche 
trotz der mechanischen Unbestimmtheit die Eindeutigkeit des 
zeitlichen Vorganges verbürgt. 

Bei einem Licht- oder Wärmostrahl ist der Zustand be- 
stimmt durch die Richtung, die spektrale Energieverteilung und 
den Polarisationszustand (§ 17). Näheres über die Amplituden 
und Phasen der einzelnen periodischen Partialschwingungen des 
Strahles zu wissen ist nicht nötig, da auch hier die Hypothese 
der elementaren Unordnung als Ergänzung eingreift. 

• Man sieht, daß der so definierte Zustandsbegnff, im statisti- 
schen Sinne, wohl zu unterscheiden ist von dem Zustands- 
begnff im absolut mechanischen oder elektrodynamischen Sinne, 
nach welchem ein Zustand erst dann als gegeben betrachtet 
werden darf, wenn die Koordinaten und Geschwindigkeitskom- 
ponenten jedes einzelnen Moleküls, bez. die Amplituden und 
Phasen aller einzelnen Partialschwingungen genau bekannt sind. 
In einem derartigen Zustand würden gar keine unkontrollier- 
baren Elemente mehr vorkommen und daher auch keinerlei 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen am Platze sein. 

§ 136. Wenn wir nun von der Wahrscheinlichkeit IF eines 
bestimmten elementar ungeordneten Zustandes reden, so ist damit 
ausgedrückt, daß ein solcher Zustand auf verschiedene Arten 
realisiert werden kann. Denn jeder Zustand, der viele gleichartige 
unkontrollierbare Bestandteile enthält, entspricht einer gewissen 
„Verteilung**, nämlich im ersten Beispiel der Verteilung der 
Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten auf die Gas- 
moleküle, im zweiten Beispiel der Verteilung der Amplituden 
und Phasen auf die einzelnen Partialschwingangen. Eine Ver- 
teilung ist aber immer eine Zuordnung einer Gruppe von unter 
sich gleichartigen Elementen (Koordinaten, Geschwindigkeits- 
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komponenten^ Amplitudeii, Phasen) zu einer anderen Gruppe 
von unter sich gleichartigen Elementen (Molekülen, Partialachwin- 
gUBgen). Solange mau nun einen hestimmten Zustand ins Äuge 
faßt, kommt ea offenbar nur darauf an^ wieviel Elemente der 
beiden Gruppen einander wechselseitig zugeordnet eind, nicht aber 
darauf, welche individuellen Elemente der einen Gruppe be- 
stimmten individuellen Elementen der anderen Gruppe zugeordnet 
sind. Daher kann ein bestimmter Zustand durch eine große 
Anzahl voneinander verschiedener individueller Zuordnungen zu* 
stände kommem Nennen wir also jede besondere Verteilung, bei 
der die Elemente der einen Gruppe den Elementen der anderen 
Gruppe individuell zugeordnet sind, eine j^Komplexion^'j so enthält 
ein bestimmter Zustand im allgemeinen eine große Anzahl von 
Terschiedenen Komplexionen. Diese Zahl, d, h. die Anzahl 
der Komple^ionenf welche ein gegebener Zustand um- 
faßt, definieren wir nun als die Wahrscheinlichkeit W des 
ZustaudeSj und erhalten dadurch ein Mittel ^ um in gegebenen 
Fällen W und dann aus (203) die Entropie S des Zustandes zu 
berechnen. Nähere Erläuterungen über die Art dieser Be- 
rechnung werden in den nächsten beiden Kapiteln ausführlich 
zur Sprache kommen. 

§ 137. Hier sei nur noch auf einen Punkt hingewiesen, 
in dem sich die hier gebrauchte Definition der Wahrscheinlich' 
keit von der sonst üblichen der mathematischen Wahrschein- 
lichkeit eines Ereignisses unterscheidet Die letztere wird be- 
kanntlich als ein echter Bruch definiert, nämlich als der Quotient 
aus der Anzahl der dem Ereignis günstigen durch die Anzahl 
aller gleichmöglichen Fälle. Im Unterschied davon wird hier die 
Wahrscheinlichkeit W eines physikalischen Zustandes durch eine 
ganze Zahl, und zwar durch eine groBe Zahl ausgedrückt Man 
könnte versucht sein, den unterschied der beiden Definitionen 
dadurch zu beseitigen, daß man die Anzahl der Komplexionen, 
welche ein Zustand umfaßt, noch dividiert durch die Anzahl 
j^aller möglichen*' Kompleidonen^ und diesen Quotienten als die 
Wahrscheinlichkeit des Zustandes bezeichnet Allein es würden 
hier bei der Frage nach der Anzahl aller möglichen Komplexionen 
unter Umständen Scbwierigkeiteii entstehen, die wir lieber ver- 
meiden wollen, indem w^ir jene Frage gar nicht aufwerfen und 
bei der oben gegebenen Definition der Wahrscheinlichkeit W 



140 Entropie und Wahrscheinlichkeit 



eines Zustandes stehen bleiben. Für die Berechnung der Entropie 
wird der besprochene Unterschied ohnehin belanglos, da er 
nach (203) nur auf die HinzufÜgung einer additiven negativen 
Konstanten hinausläuft. 



Zweites Kapitel. Entropie eines idealen einatomigen Gases. 

§ 138« Im vorigen Kapitel warde die Berechtigung und 
die Notwendigkeit der Einführung von Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen in die mechanische und in die elektrodynamische 
Theorie der Wärme nachgewiesen, und aus dem allgemeinen 
Zusammenhang der Entropie iS mit der Wahrscheinlichkeit W, 
welcher in der Gleichung (203) ausgedrückt ist, eine Methode 
abgeleitet, um die Entropie eines physikalischen Systems in 
einem gegebenen Zustand zu berechnen. Bevor nun diese 
Methode zur Bestimmung der Entropie der strahlenden Wärme 
angewendet ¥drd, soll sie in diesem Kapitel dazu benutzt werden, 
um die Entropie eines idealen einatomigen Gases in einem 
beliebig gegebenen Zustand zu berechnen. Alles Wesentliche 
dieser Berechnung findet sich zwar schon in den zum Teil 
noch weiter ausgreifenden Untersuchungen von L. Boltzmann^ 
über die mechanische Theorie der Wärme; indessen wird es 
sich doch empfehlen^ hier auf jenen ganz einfachen Fall be- 
sonders einzugehen, einmal um die Berechnungsweise und die 
physikalische Bedeutung der mechanischen Entropie mit der- 
jenigen der Strahlungsentropie bequemer vergleichen zu können, 
dann aber hauptsächlich deshalb, um die Bedeutung der uni- 
versellen Konstanten k der Gleichung (203) in der kinetischen 
Gastheorie klar hervortreten zu lassen; und dazu genügt natürlich 
die Behandlung eines einzigen speziellen Falles. 

§ 139. Wir denken uns ein ideales, aus N gleichartigen 
einatomigen Molekülen bestehendes Gas in einem gegebenen 
Zustand und fragen nach der Entropie des Gases in diesem 
Zustand. Da der Zustand als gegeben vorausgesetzt ist, so ist 
das Gesetz der Raum- und der Geschwindigkeitsverteilung als 
bekannt anzunehmen (§ 135). Betrachten wir also das Raum- 



^ L. BoLTZMAKH, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. zu Wien (II) 76, 
p. 873, 1877. Vgl. auch Gastheorie 1, p. 38, 1896. 
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gebiet, welches durch die Raumkoordinaten x, y, % und ihre 
Differentiale dx, dy, dx, und das Geschwindigkeitsgehiet, welches 
durch die Geacbwindigkeitskompoiienteii |, i:, f und ihre Differen- 
tiale d^, df}j dy charakteriBiert wird, so ist die Anzahl der 
Moleküle, deren Koordinaten und Geschwindigkeiten zugleich in 
diesen beiden Gebieten liegen, als gegeben anzuseben. Die Aus- 
dehnung eines solchen „Elementargebietes*^: 

dz' ihj* dx' d^*dii *d^ ^s. dfi 
ist klein gegen die äußere Begrenzung des GesanitgebieteSj aber 
doch immerhin so groß zu denken^ daß sich viele Moleküle 
darin befinden ; denn sonst könnte der Zustand nicht elementar 
ungeordnet sein» Wir setzen daher die Anzahl der in dem 
Eiementargebiet da befindhchen Moleküle gleich: 

n^rH^^.ln/Q'dfj. (204) 

f ist hier als eine endliche bekannte Funktion der Koordinaten 

und der Geachwindigkeitskompouenten anzusehen, deren analyti- 
scher Ausdruck das gesamte Verteilungsgesetz und damit den 
Zustand des Gases eindeutig darstellt Denn auf die speziellere 
Anordnung der Moleküle innerhalb eines einzelnen Elementar- 
gebietes kommt es weiter nicht an. Wir wollen /' als stetig 
und differentiierbar voraussetzen; im übrigen muß fmxr die eine 
Bedingung erlullen, daß sieh durch Integration über alle Elementar- 
gebiete die Gesamtzahl der Gasmoieküle ergibt: 



JfdfT^N, 



(205) 



§ 140, Es handelt sich jetzt im wesentlichen um die Be- 
stimmung der Wahrscheinlichkeit W für die gegebene Gaum- 
und Geschwindigkeitsverteilung, welche nach § 136 gleich ist 
der Anzahl von Komplexionen, die dieser Verteilung entsprechen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir zunächst, was bisher nicht wesent- 
lich war, alle Elementargehiete ärr als gleich groß an» 

Nun kann man die gegebene Raum- und Geacbwindigkeits- 
verteilung anschaulich illustrieren dadurch, daß man die ver* 
schiedenen gleich großen Elementargebiete numeriert^ die Nummern 
nebeneinander schreibt, und unter jede Nummer die Anzahl der 
Moleküle setzte welche in dem betreffenden Gebiet liegen. Hätten 
wir z. B- nur 10 Moleküle und nur 7 Elementargebiete, so würde 
eine bestimmte Verteilung durch folgendes Ziffembild dargestellt: 
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12 3 4 5 6 7 




12 14 2, 




welches besagt, daß 




1 Molekül im 1 . Elementargebiet^ 




2 Moleküle „ 2. „ 




Molekül „ 3. 




„ „ 4. 




1 „ » 5. „ 




4 Moleküle „ 6. ,, 




2 „ „ 7. „ liegen. 





Diese bestimmte Verteilung kann nun durch viele verschiedene 
individuelle Zuordnungen oder Eomplexionen realisiert werden^ 
je nachdem ein bestimmtes ins Auge gefaßtes Molekül in dieses 
oder in jenes Elementargebiet zu liegen kommt. Um sich eine 
einzelne derartige Eomplexion zu versinnbildlichen^ kann man die 
Moleküle mit Ziffern versehen, diese nebeneinander schreiben, und 
unter jede Molekülziffer die Nummer desjenigen Elementargebiets 
setzen, welchem das betreffende Molekül bei dieser Eomplexion 
angehört Für die oben angeführte Verteilung erhalten wir so 
als Ausdruck einer einzelnen dazugehörigen beliebig heraus- 
gegriffenen Eomplexion das folgende Ziffembild: 

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
^ ^ 1617562266 7. 

Hierdurch ist ausgedrückt, daß 

das 2. Molekül . . . im 1. Elementargebiet, 
„ 6.U. 7. Molekül. . „ 2. „ 

,, 4. Molekül . . . „ 5. „ 

„ 1., 5., S.u. 9. Molekül „ 6. „ 

„ 3. u. 10. Molekül . „ 7. „ liegt 

Wie man durch einen Vergleich mit der vorigen Tabelle un- 
mittelbar erkennt, entspricht diese Eomplexion in der Tat in 
allen Stücken dem oben angegebenen Verteilungsgesetz, und 
ebenso lassen sich leicht viele andere Eomplexionen angeben, 
welche zu dem nämlichen Verteilungsgesetz gehören. Die 
gesuchte Zahl aller möglichen Eomplexionen ergibt sich nun 
durch die Betrachtung der unteren der beiden Ziffemreihen (206). 
Denn da die Anzahl der Moleküle gegeben ist, so enthält die 
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Zifferßreihe eine bestimmte Anzahl Stellen. Da ferner das 

Verteiluügageaetz gegeben ist, so kommt jede Zififer (d, h. jedes 
Elementargebiet) stets gerade so oft in der Eeibe vor, als die 
Anzahl der Moleküle beträgt, die in dem betreffenden Elementar- 
gebiet liegen. Im übrigen bedingt jede Veränderung des Ziffern- 
bildes eine neue individuelle Zuordnung der Moleküle zu den 
Gebietenj also eine neu© Komplexion, Die Anzahl der möglichen 
Komplexionen j oder die Wahrscheinlichkeit W des gegebenen 
Ziifltandea^ ist also gleich der Anzahl der unter den genannten 
Bedingungen möglichen „Permutationen mit Wiederholung", 
In dem gewählten einlachen Zahlenbeispiel ergibt sich hierfür 
nach einer bekannten Formel der Ausdruck: 



101 



= 37800, 



ll 2! o! Ot iTil 2\ 

Die Form dieses Ausdrucks ist so gewählt, daß sie leicht 
auf den hier vorliegenden Fall der Qasmoleküle verall gemeiner t 
werden kann. Der Zähler enthält die Fakultät oder Faktorielle 
der Gesamtzahl N der betrachteten Moleküle, der Nenner das 
Produkt der Fakultäten der Molakülzahlen, welche in jedem 
einzelnen Elementargebiet liegen, und welche in unserem Falle 
durch den Ausdruck (20'1) gegeben sind. 

Daher erhalten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit der 
gegebenen Raum- und Geschwindigkeitaverteilung, und somit des 
gegebenen Gaszustandes: 

JTifdu)i 

Das Zeichen U bedeutet das Produkt^ erstreckt über alle 
Elementargehiete da. 

§ 141, Daraus ergibt sich nach (20S} für die Entropie des 
Gases in dem gegebenen Zustand; 

8^k logNl - k^lQgi;' d(T)t + const 

Die Summation 2 ^^^ ^^^^ ^^ Elementargebiete da zu er- 
stracken. 

Bb, fda eine groBe Zahl ist, so l&Bt sich für die Fakultät 
derselben die STiELiNGsche Formel aDwenden^ welche für eine 
große Zahl n abgekürzt lautet:^ 



*■ Vgl X* B> E. C^UBiER} Wabricbeinüchkeitarechnuiig ^Leipzig, 
B, G. Teubaer), p. 22, 1903. 



:tu T- 



= - TlTf 



- ^^ -y^ • ^ - -: - 






iC 



5 --ci. » 1- T .. 




1"=^ r!-^ ji-T^ Z?^?5'-«Sl'fZ. 



■vZVrrl TZr Lfs» 



IIUJ TLT HHl 
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wobei die Variation Sf sich aaf eine beliebige mit den ge- 
gebenen Werten von N, V und U verträgliche Änderung des 
Verteilungsgesetzes bezieht 

Nun ist wegen der Unveränderlichkeit der Gesamtzahl N 
der Moleküle nach (205): 

fdfda^O • 

und wegen der Unveränderlichkeit der Gesamtenergie ü nach (209) : 

J{i' + V^ + C')3fdtT^0. 

Folglich ist zur Erfüllung der Bedingung (210) für alle zu- 
lässigen Sf hinreichend und notwendig, daß 

log/'+/9(|« + ty2 + C2) = const 

oder: /•= ae-^(^ + '?' + ^), (211) 

wobei a und ß konstant Im Gleichgewichtszustand ist also 
die Raum Verteilung der Moleküle gleichmäßig, d. h. unabhängig 
von X, y, Zj und die Geschwindigkeitsverteilung ist die bekannte 
Maxwell sehe. 

§ 143. Die Werte der Eonstanten a und ß ergeben sich 
aus denen von iV, V und TJ. Denn die Substitution des gefundenen 
Ausdrucks von f in (205) ergibt: 

+ 00 

N= VaJfJe-ß^^^v' + ^'>didi]dC^Va[jy 

-00 

und die Substitution von f in (209) ergibt: 

+ 00 

ü==V'^affJ{i^ + 7f + C^'e'ßi^ + v^^ndidrjdC, 

Daraus folgt: 

und daraus endlich nach (208) der Ausdruck der Entropie S 
des Gases im Gleichgewichtszustand bei gegebenen Werten 
von Ny V und U: 

S = const + JcN {i\ogü+ log F) . (212) 

Plavck, Wftrmestrablong. 10 
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Hier enthält die additive Konstante Glieder mit N und mit m, 
nicht aber solche mit U oder mit V, 

§ 144. Die hier dorchgefährte Bestimmung der ISntropie 
eines einatomigen GFases stützt sich lediglich auf den allgemeinen 
durch die Gleichung (208) ausgedrückten Zusammenhang zwischen 
Elntropie und Wahrscheinlichkeit; insbesondere haben wir bei 
unserer Berechnung an keiner Stelle von irgend einem speziellen 
Satz der Lehre von den Oasen Gebrauch gemacht Daher ist 
es Yon Wichtigkeit) zu sehen, wie nun aus dem gefundenen 
Ausdruck der Entropie das gesamte thermodynamische Verhalten 
eines einatomigen Gases, namentlich die Zustandsgieichung und 
die Werte der spezifischen Wärme, direkt mittels der Haupt- 
sätze der Thermodynamik erschlossen werden kann. Denn aus 
der allgemeinen thermodynamischen Definitionsgleichung der 
Ehitropie: 

(213) dS=^^i^ 

ergeben sich die partiellen Differentialquotienten von S nach U 
und nach V: 



P_ 
T 



( dS \ _J^ ( dS \ _ 

Folglich f&r unser Gras, mit Benutzung von (212): 

und 

Die zweite dieser Gleichungen: 

kNT 

enthält die Gresetze von Botle, Gay Lussac und Ayogabbo^ 
das letztere deshalb, weil der Druck nur von der Anzahl N, 
nicht Yon der Beschaffenheit der Moleküle abhängt Schreibt 
man sie in der gewöhnlichen Form: 

RnT 

wo n die Anzahl der Grammoleküle oder der Mole d^ Gases» 
bezogen auf 0, = 32 g, und R die absolute Graskonstante be^ 
zeichnet: 
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Ä= 831-105-^, (216) 

80 ergibt sich durch Vergleichung: 

& = 4r- (217) 

Nennen wir also (o das Verhältnis der Molzahl zur Molekülzahl, 
oder, was dasselbe ist, das Verhältnis der Molekülmasse zur 

Molmasse, (ö = -^, so kommt: 

k = (oR. (218) 

Hieraus kann man, wenn o? gegeben ist, die imiyerselle Eon- 
stante k berechnen, und umgekehrt. 
Die Gleichung (214) lautet: 

U^ikNT. (219) 

Da nun andererseits die Energie eines idealen Gases: 

ü=^Änc^T, 

wo c^ die Wärmekapazität eines Mol bei konstantem Volumen 
in Kalorien, A das mechanische Wärmeäquivalent bedeutet: 

^ = 419.10«^-^, (220) 

so folgt: 

^ S kN 
^^ 2 An 

und mit Berücksichtigung von (217): 

3 Ä 3 831.10» 



2 A 2 419-10* 



8,0 (221) 



als Molwärme irgend eines einatomigen Gases bei konstantem 
Volumen in Kalorien.* 

Für die Molwärme c^ bei konstantem Druck folgt aus dem 
ersten Hauptsatz der Thermodynamik: 

R 

also mit Rücksicht auf (221): 

2 Cp _ 5 

wie für einatomige Gase bekannt. 



» Vgl. F. RiCHABz, WiBD. Ann. 67, p. 705, 1899. 

10* 
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Die mittlere Energie oder die mittlere lebendige Kraft L 
eines Moleküls ergibt sich ans (219) zn: 

(222) ^ = L = |ibr. 

Man sieht, daß sich alle diese Beziehungen lediglich aus 
der Identifizierung des mechanischen Ausdrucks (208) mit dem 
thermodynamischen Ausdruck (213) der Entropie ergeben. 



Drittes Kapitel. 

Berechnung der Strahlungsentrople und Folgerungen daraus. 

Energievertellungsgesetz. Elementarquanta. 

§ 145. Nachdem wir gesehen haben, wie man ftür ein 
ideales Gas den Ausdruck der Entropie direkt aus der Wahr- 
scheinlichkeit des Zustandes berechnen kann, und wie sich 
daraus alle thermodynamischen Eigenschaften des Gases durch 
eine direkte Anwendung der Hauptsatze der Thermodynamik 
ableiten lassen, wollen wir jetzt denselben Gedankengang ftlr 
die strahlende Wärme durchfähren. Aus dem Wien sehen 
Verschiebungsgesetz erhielten wir in der Gleichung (119) einen 
Ausdruck für die räumliche Entropiedichte % als Funktion der 
räumlichen Energiedichte u, fem er in der Gleichung (134) einen 
Ausdruck für die £^tropie S eines einzelnen Strahles als Funktion 
seiner spezifischen Intensität ß, endlich in der Gleichung (200) 
einen Ausdruck für die Entropie S eines der Wärmestrahlung 
ausgesetzten Resonators als Funktion seiner Energie U. Jeder 
dieser drei Ausdrücke enthält eine bis jetzt noch unbekannt 
gebliebene universelle Funktion eines einzigen Arguments, und 
die BerechnuDg dieser Funktion ist es, worauf es im folgenden 
ankommt Wenn diese Aufgabe ftir eine der drei genannten 
Ausdrücke gelöst ist^ sind damit auch die beiden anderen Aus- 
drücke gefunden, vermöge der bekannten früher abgeleiteten Be- 
ziehungen zwischen den Größen §, S und S untereinander, und 
der Größen u, fi und U untereinander. Wir können daher von 
vornherein an irgend eine jener drei Gleichungen anknüpfen. 
Am meisten empfiehlt es sich natürlich, die einfachste unter 
ihnen auszuwählen, und das ist, wie schon früher hervorgehoben, 
die Besonatorgleichung (200): 
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■.Fl?i 



m- 



(223) 



wenn wir die SchwiDgungezahl der Eigenperiode des Reso- 
Bators von jetzt an kurz mit i- ohoe Index bezeichnen* Die 
Funktion F enthält außer ihrem Argument nur universelle 
Konstante. 

§ 140. Bei der näheren Untersuchung der Eotropie eines 
Resonators von gegebener Energie ist die erste Frage die nach 
der Art der elementaren Unordnung, auf welcher die Entropie 
beruht und ohne welche sie keine Bedeutung besitzt (§ 132), 
Die Antwort hierauf gibt ein Blick auf die Gleichungen (187) 
und (195). Hiernach sind die Schwingungen eines der statio* 
uären Wärmestrahlung ausgesetzten Resonators zusammengesetzt 
aus einer großen Reihe von Partialschwingungen, und seine 
Energie ist ein llittelwert aus sehr vielen im einzelnen nicht 
kontrollierbaren Größen. Diese zahh-eichen voneinander un- 
abhäQgigen Parti al seh wiDgun gen sind es also, die bei dem Reso- 
nator in bezug auf die elementare Unordnung dieselbe Rolle 
spielen, die bei einem Gase den zahlreichen durchein ander- 
fliegenden Molekülen zukommt So wenig man bei einem 
Gase von einer endlichen Entropie sprechen kann, wenn alle 
Moleküle gleiche und gleichgerichtete j oder auch nur in irgend 
einer Weise geordnete Geschwindigkeiten besitzen, ebensowenig 
kommt einem Resonator eine endliche Entropie zu, wenn seine 
Schwingungen etwa einfach periodisch sind oder wenn sie über- 
haupt nach irgend einem bestimmten Gesetz erfolgen, das alles 
bis ins einzelne regelt Denn dann ist der Schwingungsvorgang 
nicht mehr elementar ungeordnet Daher besitzt z. B. ein Reso- 
nator, der von außen überhaupt nicht erregt wird, dessen 
Schwingungen alao einfach mit konstanter Dampfung nach 
Gleichung (169) abklingen, keine endliche Entropie und keine 
endliche Temperatur, obwohl er eine endliche Energie besitzen 
kann. 

Ob nun die Eesonatorschwingungen elementar ungeordnet 
sind oder nicht j kann man offenbar gar nicht beurteilen^ wenn 
man den Zustand des Resonators nur zu einem bestimmten 
Zeitpunkt berücksichtigt Denn dann bleibt es noch ganz un- 
entschieden, ob der Zustand sich mit der Zeit regelmäßig oder 
regellos ändert Damit stimmt auch ganz überein, daß wir die 



150 Entropie und Wahrscheinlichkeit 



Energie TJ eines der stationären Wärmestrahlung ausgesetzten 
Resonators nur als einen zeitlichen Mittelwert definieren können, 
wie in § 123 geschehen ist Aus diesem Grund besitzt auch 
die Entropie S eines Resonators nicht ftür einen Zeitpunkt, 
sondern nur für ein Zeitinterrall Bedeutung, das viele Resonator- 
schwingungen umfaßt, und wir können nur von einem zeitlichen 
Mittelwert der Entropie reden.* Kurz gesagt: bei den Wärme- 
schwingungen eines Resonators ist die Unordnung eine zeitliche, 
während sie bei den Molekularbewegungen eines Gases eine 
räumliche ist Doch fällt dieser unterschied f&r die Be- 
rechnung der Entropie des Resonators nicht so schwer ins 
Gewicht, als es vielleicht auf den ersten Anblick scheinen 
möchte; denn er läßt sich durch eine einfache Betrachtung 
beseitigen, was im Interesse einer gleichförmigen Behandlung 
von Vorteil ist 

Der zeitliche Mittelwert U der Ekiergie eines einzelnen in 
einem stationär durchstrahlten Vakuum befindlichen Resonators 
ist nämlich offenbar identisch mit dem in einem bestimmten 
Zeitpunkt genommenen Mittelwert der Energien einer sehr 
großen Anzahl N von genau gleichbeschaffenen Resonatoren, 
die sich in dem nämlichen stationären Strahlungsfelde befinden, 
aber so weit voneinander entfernt, daß ihre Schwingungen sich 
nicht direkt merklich beeinflussen. Natürlich muß zu diesem 
Zweck das Feld von hinreichender räumlicher Ausdehnung ge- 
nommen werden. Damit ist die Frage nach der Verteilung der 
Energie unter die einzelnen Partialschwingungen eines einzigen 
Resonators zurückgeführt auf die räumliche Verteilung der 
Energie auf die N Resonatoren, wie es dem bei den Gas- 
molekülen behandelten Fall besser entspricht 

§ 147. um nun die Entropie dieses Systems von N in einem 
stationären Strahlungsfelde befindlichen gleichbeschaffenen Reso- 
natoren in einem gegebenen Zustand zu berechnen, müssen wir 
nach den Ausführungen des § 135 zunächst nach denjenigen 
Größen fragen, welche den physikaUschen Zustand des Systems 
bestimmen. Das ist hier einzig und allein die mittlere Energie U 



^ Bei der Anwendung auf nichtstationäre Felder muß das dem 
Mittelwert zugrunde gelegte Zeitintervall so klein genommen werden, daß 
das Feld als stationär betrachtet werden kann. Vgl. § 3. 
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eines einzelnen Besonators, bez. die Oesamteoergie Ujf des ganzen 

Systems von Eesooatorea, welche mit ü durch die GleichuDg: 

N^ü^ (I^ (224) 



Denn da das Strahl angsfeld stationär ist, so 
ist durch die Energie der physikalische Zustand des ganzen 
Systems hestimmt^ In diesem Punkt liegt der wesentlichste 
Unterschied zwischen dem hier behandelten Fall und dem 
früheren eines Gases* Denn dort war der Zustand bedingt 
durch die Art der Baum- und Geschwindigkeitsverteilang unter 
den Molekülen, die von vornherein ganz beliebig angenommen 
werden konnte* Erst wenn das Verteilnngsgesetz gegeben war, 
konnte der Zustand als bekannt angenommen werden. Hier 
dagegen genügt die Angabe der Gesamtenergie Uif der J\"Eeso- 
natoren für die Bestimmung des Zustandes; die speziellere Art 
der Verteilung der Energie U^f unter die einzelnen Resonatoren 
unterliegt nicht mehr der Kontrolle, sie ist ganz dem Zufall^ 
der elementaren Unordnung, anheimgegeben* Denn die Be- 
dingung, daß das Strahlungsfeld stationär ist, bedeutet hier 
nicht etwa einen speziellen Fall unter vielen anderen, sondern 
sie gehört hier mit zu den notwendigen Voraussetzungen; sonst 

könnte man den Quotienten -~- nicht mehr, wie wir es getan 

haben, mit dem zeithchen Mittelwert der Energie eines einzelnen 
Resonators identifizieren. 

§ 148« Es handelt sich nun weiter um die Wahrscheinlich- 
keit W des durch die Energie Ua bestimmten Zustandes der 
JV Resonatoren , d. h* um die Anzahl der individuellen Zu- 
ordnungen oder Komplerionen, welche der Verteilung der 
Energie ü> auf die N Resonatoren entsprechen (§ 136). Wir 
könnten hier ganz analog wie bei den Gasmolekülen verfahren, 
indem wir nur berücksichtigen, daß der gegebene Zustand des 
Resonatorensystems nicht, wie dort, eine einzige, sondern eine 
große Anzahl von verschiedenen Verteilungsgesetzen zuläßt, da 
die Anzahl der Resonatoren, welche eine bestimmte Größe der 
Energie besitzen (besser: welche in ein bestimmtes ,,Energie- 
gebiet** hineinfallen), keine vorgeschriebene ist, sondern variieren 



^ Das „Syatem" nmfalit natürlich nur die N Eesonatoreii selber; das 
StrahlUDgBfeld gehört Dicht mit dazu. 
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kann. Betrachten wir nim alle mögliche Arten Ton Energie* 
TerteilungBgesetzen und berechnen fiü: jedes derselben die ihm 
entsprechende Anzahl von Komplexionen, genau wie bei den 
Gasmolektllen, so erhalten wir darch Addition sämtlicher so 
erhaltener Komplexionszahlen die gesuchte Wahrscheinlichkeit W 
des gegebenen physikalischen Zustandes. 

Schneller und bequemer als auf dem angegebenen Wege 
kommen wir folgendermaßen zu demselben Ziele. Wir teilen 
die gegebene Oesamtenergie ZT^ in eine große Anzahl P gleiche 
Teile von der Gh'öße e, deren jeden wir ein Energieelement 
nennen. Dann ist: 

(225) -^""T' 

Diese P Energieelemente sind nun auf alle mögliche Weise unter 
die -Y Resonatoren zu verteilen^ wobei es aber nicht darauf an- 
kommt, welche Energieelemente, sondern nur wieviel Energie- 
elemente auf einen bestimmten Resonator entfallen. Denken 
wir uns also die N Resonatoren numeriert und die Ziffern 
nebeneinander in eine Reihe geschrieben, und zwar jede Ziffer 
so oft, als die Zahl der Energieelemente beträgt^ die auf den 
betreffenden Resonator entfallen, so erhalten wir durch eine 
solche Ziffemreihe das Bild einer bestimmten Komplexion, in 
welcher jedem individuellen Resonator eine bestimmte Energie 
zukommt. Die Anordnung der Ziffern in der Reihe ist für die 
Komplexion gleichgültig, da eine bloße Umstellung der Ziffern 
an der Energie eines bestimmten Resonators nichts ändert. 
Besitzt in der Komplexion ein Resonator gar keine Energie, 
80 kommt seine Ziffer in der Reihe gar nicht vor. Die Ge- 
samtzahl der Zifferstellen ist notwendig P, d. h. die Zahl der 
zu verteilenden Energieelemente. Somit ist die Anzahl aller 
möglichen verschiedenen Komplexionen gleich der Anzahl der 
möglichen ^^Kombinationen mit Wiederholung von iV' Elementen 
zur P. Klasse*': 

(N-1)\P\ 

und dies ist zugleich die gesuchte Wahrscheinlichkeit des ge- 
gebenen Zustandes der N Resonatoren. Wenn beispielsweise 
iVa-Sy P«i4, so sind die Bilder aller möglichen Kom- 
plexionen: 



I 
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1111 


113 3 


2 2 2 2 




1112 


12 2 2 


2 2 2 3 




1113 


12 2 3 


2 2 3 3 




112 2 


12 3 3 


2 3 3 3 




112 3 


13 3 3 


3 3 3 3 





Die Änzabl aller möglichen Komplexionen ist hier W ^ 15, wie 
es der Formel entspricht 

Für die Entropie B^ des Eesonatorajstems erhalten wir 
daher nach Gleichung (203), da ^Y und F große Zahlen sind, 
mit Weglassung der additi?en Konstanten: 

und mit Benutzung der StihliK0 sehen Formel (207): 

8^ = k{{N+ i')log(iV+ P)-NlogN'- PlogP}. 

Ersetzt man nun nach (225) P durch Ü^ und nach (224) U^ 
durch U^ so ergibt sich nach leichter Umformung für die Entropie 
der iV gleichbeschaffenen Resonatoren: 

und für die Entropie eines einzelnen Resonators: 

^-t-=M('+f)'««(>+^)-^»«^l- 

Ein Vergleich dieses Ausdrucks mit (223) zeigt, daß das Energie- 
element e proportional der Schwingungszahl v der Eigenperiode 
des Resonators 8eiu muß. Wir setzen daher: 

^^hp, (226) 

wobei h konstant) und erhalten dadurch: 

als Lösung des behandelten Froblema. 

§ 149. Auffallend an diesem Resultat ist zunächst das 
Auftreten einer neuen universellen Konstante A Ton der Dimension 
eines Produkts aus Energie und Zeit Hierin liegt ein wesent- 
licher Unterschied gegenüber dem Ausdruck der Entropie eines 
Gases, wo die Große eines Elementargebiets, die wir dtr nannten, 
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aas dem SchluBresultat ganz verschwindet, da sie sich nur in 
der physikalisch bedeutungslosen additiven Eonstanten geltend 
macht Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen^ daß die 
Eonstante h bei den elementaren Schwingungsvorgängen in 
einem Emissionszentrum eine gewisse Rolle spielt, zu deren Er- 
griindung von elektrodynamischer Seite her unsere bisherige 
Theorie jedoch keine näheren Anhaltspunkte liefert^ Und doch 
wird die Thermodynamik der Strahlung erst dann zum voll- 
ständig befriedigenden Abschluß gelangt sein, wenn die Eon- 
stante h in ihrer vollen universellen Bedeutung erkannt ist Ich 
möchte dieselbe als „elementares Wirkungsquantum" oder als 
„Wirkungselement" bezeichnen, weil sie von derselben Dimension 
ist wie diejenige Größe, welcher das Prinzip der kleinsten 
Wirkung seinen Namen verdankt 

§ 150. Es ist von Interesse sich besonders zu vergewissern, 
daß man zu dem nämlichen Ausdruck der Entropie wie oben 
gelangt, wenn man bei der Berechnung der Anzahl von Eom- 
plexionen, die einem gegebenen Zustand entsprechen, nicht von 
vornherein auf die Energie, die ja immerhin eine zusammen- 
gesetzte Größe ist, Bezug nimmt, sondern direkt auf den elektro- 
magnetischen Zustand der einzelnen Resonatoren zurückgeht, 
was für die Berechnung nicht ganz so einfach, aber allgemeiner 
und daher rationeller ist Es handelt sich hierbei im wesent- 
lichen um die richtige Ausmessung der „Elementargebiete" des 
Zustandsbereichs, da deren Größe ja der Berechnung der 
Eomplexionen zugrunde gelegt wird und somit in letzter Linie 
den Maßstab ftir die Vergleichung der Wahrscheinlichkeiten ver- 
schiedener Zustände liefert. Der elektromagnetische Zustand 
eines Resonators ist nach § 104 bestimmt durch die Werte 
von f und f. Trägt man also in einer Eoordinatenebene f als 
Abszisse, f als Ordinate auf, so entspricht jeder Punkt der Ebene 
einem bestimmten Zustand des Resonators, und umgekehrt 
Doch ist die Größe eines Flächenelements in dieser Ebene 
keineswegs im allgemeinen ein Maß der Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß der Zustand des Resonators durch einen Punkt innerhalb 
des Flächenelements dargestellt wird. Dieser einfache Satz gilt 
vielmehr nur dann, wenn man als Ordinate statt f den der 



^ Vgl. die Anmerkung in § 109. 
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Koordinate f entsprechenden , Jmpuls'' (oder das ^^MomenV' von f), 

nämlich die Größe: 

du 

d. h. nach (142): g^Lf (228) 

nimmt^ Wir denken uns also f und g als die Koordinaten 
eines Punktes der Zustandsebene, und fragen zunächst nach 
der Größe der Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Energie des 
Besonators zwischen den Werten U und ü+ AU liegt Diese 
Wahrscheinlichkeit wird gemessen durch die Größe desjenigen 
Fl&chenstücks in der Ebene der Zustandsvariabeln f und g, 
welches von den Kurven ü = const und U+ Aü== const be- 
grenzt wird. 

Nun ist die Energie des Resonators in dem Zustands- 
punkt {f, g) nach (142) und (228) gegeben durch: 

folglich ist die Kurve TJ = const eine Ellipse mit den Halbachsen: 

l/^ und -ßjJL. 
Ihr Flächeninhalt beträgt mithin: 

wenn man nach Gleichung (166) die Schwingungszahl v der 
Eigenperiode des Resonators einftihrt. Ebenso ergibt sich der 
Flächeninhalt der Ellipse U+ AU^ const als: 

V 

Die Differenz der beiden Flächenräume, das Maß der gesuchten 
Wahrscheinlichkeit^ beträgt mithin . Denken wir uns nun 

die ganze Zustandsebene durch eine große Anzahl derartiger 
EUlipsen so in einzelne Abschnitte geteilt, daß die von je zwei 
aufeinanderfolgenden Ellipsen begrenzten ringförmigen Flächen- 
Stücke einander gleich sind, d. h. so, daß 

* Vgl. «. B. L. BoLTZMANW, Gastheorie IT, p. 62 ff., 1898, oder 
J. W. GiBBS, Elementarj Principles in Statistical Mechanics, Chapter I, 1902. 
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= const , 



80 erhalten wir dadurch diejenigen Abschnitte A U der Energie, 
welche gleichen Wahrscheinlichkeiten entsprechen und welche 
daher als die Energieelemente zu bezeichnen sind. Setzen wir 
die Größe eines Energieelements A ü" = « und die const der 
letzten Gleichung gleich h, so kommen wir genau zu der früheren 
Gleichung (226) zurück, ohne daß wir das Wien sehe Verschiebungs- 
gesetz herangezogen haben. Zugleich zeigt sich uns hier das 
elementare Wirkungsquantum h in einer neuen Bedeutung, 
nämlich als die Größe eines Elementargebiets in der Zustands- 
ebene eines Resonators, gültig f&r Resonatoren von ganz be- 
liebiger Schwingungsperiode. Der Umstand, daß die Konstante h 
als eine bestimmte endliche Größe eingeführt wird, ist charak- 
teristisch fi\r die ganze hier entwickelte Theorie. Würde man h 
unendlich klein annehmen, so käme man zu einem Strahlungs- 
gesetz, welches als ein spezieller Fall aus dem allgemeinen 
hervorgeht (das RAYLEiansche Gesetz, vgl. § 154 und nament- 
lich § 166). 

§ 161. Die Gleichung (227) führt zunächst mit Rücksicht 
auf die Beziehungen (198) und (193) zu dem Ausdruck der 
Entropiestrahlung 2 eines monochromatischen geradlinig polari- 
sierten Strahles von der spezifischen Strahlungsintensität ^ und 
der Schwingungszahl v: 

als bestimmtere Fassung der Gleichung (184) des Wien sehen 
Verschiebungsgesetzes. 

Femer folgt mit Rücksicht auf (197) und (194) die räum- 
liehe Entropiedichte d einer gleichmäßigen monochromatischen 
unpolarisierten Strahlung in ihrer Abhängigkeit von der räum- 
lichen Energiedichte u: 

als bestimmtere Fassung der Gleichung (119). 

§ 163. Nun wollen wir in jede der drei Gleichungen (227), 
(229), (230) die Temperatur T des Resonators bez. der mono- 
chromatischen Strahlung einführen und die Energiegrößen ü, ^ 
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iatur T ausdrücken. Wir benutzen 
..üogen (199), (135) und (117), und er- 



Kesonatörs; 



hv 






(231) 



e"- -1 
liitänsität eines monochromatischen gerad- 

ahles von der Schwingungszahl v: 

8^Af-^^. (232) 

he Knergiedichte der gleichmäßigen mono- 
tipakrisierteii Strahlung von der Schwingungs- 



u = 



8n A»^ 



hv 



(233) 



-1 



hbflenartig ssusammengesetzten Strahlungen ist 

Leitung dadurch ausgezeichnet , daß alle darin 

hromatischen Strahlen die nämliche Tempe- 

h ^^ 93), Daher liefern diese Gleichungen auch 

r EnergieTerteüung im Normalspektrum, d. L im 

inim eines in bezug auf das Vakuum schwarzen 



^ mau diß spezifische Intensität eines monochromati- 

H nicht auf die Schwingungszahl v, sondern, wie 

Experiinentalph^äik gewöhnlich geschieht, auf die 

- A, SO erhält man, mit Benutzung von (15) und (16), 









(234) 



tru eines monochromatischen geradlinig polarisierten 

j iler Wellenlänge A, der von einem auf der Tempe- 

bafindljchen schwarzen Körper senkrecht zur Oberfläche 

Vakuum emittiert wird. Die dazu gehörige räumliche 

[jgi^diebte der unpolarisierten Strahlung ergibt sich durch 

Ifation Ton Ei mit — * 
c 
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Zur Geschichte der Gleichung (234) vgl. weiter unten § 189. 
Ihre experimentelle Prüfung hat bisher eine gute Übereinstimmung 
mit der Erfahrung ergeben.^ Doch sind nach 0. Ltjmmeb und 
E.PBiNa8H£iM' die bisherigen Messungen noch nicht ausreichend, 
um vom rein experimentellen Standpunkt aus die Allgemein- 
gültigkeit jener Formel als gesichert hinstellen zu können. 

§153. Für kleine Werte von IT (d.h. klein gegen die 

Konstante ^j geht (234) über in die Gleichung: 

(235) ^, = ?!l.e"*W, 

welche das „WiENsche Energieverteilungsgesetz" ausspricht' 
Die spezifische Strahlungsintensität ^ wird dann nach (232): 

(236) Ä = ^-r*^ 

und die räumliche Energiedichte u nach (233): 

(237) u = -?^^-r*^. 

Für die Energie eines Resonators von der Schwingungszahl v 
erhält man dann aus (231): 

(238) U^^hve *r. 

Die Entropie S des Resonators als Funktion der Energie U 
wird dann nach (227), da der Quotient -^ kleine Werte an- 
nimmt: 

(239) s = _*^log-^ 



hy ^ ehv 



Diese Beziehungen gelten also für jede Wellenlänge bei hin- 
reichend tiefen Temperaturen, und für jede Temperatur bei hin- 
reichend kurzen Wellen. 



^ VgL namentlich H. Rubens und F. Kublbaüx, Sitzungsber. d. Akad. 
d. Wissensch. zu Berlin, vom 25. Okt. 1900, p. 929. Dbudes Ann. 4, 
p. 649, 1901 ; und F. Paschen, Dbüdes Ann. 4, p. 277, 1901. 

< 0. LüioiEE und £. Pbingsbeix, Dbüdes Ann. 6, p. 210, 1901. 

> W. Wien, Wibd. Ann. 68, p. 662, 1896. 
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§ 164. Für große Werte von A T hingegen wird aus (234): 

^; = -^> (240) 

eine Beziehung , die zuerst von Lord RAYLEiaH^ aufgestellt 
worden ist, und die wir daher als ^^ß^TLEiaHSches Strahlungs- 
gesetz'' bezeichnen können. 

Für die spezifische Strahlungsintensität ^ ergibt sich dann 
aus (232): 

S = A^ (241) 

und für die räumliche Energiedichte u der monochromatischen 
Strahlung aus (233): 

u = — ^3 . (242) 

Die Energie eines Resonators wird dann nach (231): 

U==kT, (243) 

also einfach proportional der absoluten Temperatur und ganz 
unabhängig von der Schwingungszahl v der Eigenperiode ^ wie 
überhaupt von der natürlichen Beschafifenheit des Besonators. 
Für die Entropie S des Resonators als Funktion seiner 
Energie ü endlich ergibt sich unter derselben Voraussetzung, da 
-T— dann große Werte annimmt: 

S=^klogü+ const. (244) 

Es ist von Interesse^ den einfachen für lange Wellen oder 
hohe Temperaturen gültigen Wert (243) der Schwingungsenergie 
eines Resonators zu vergleichen mit der früher in (222) be- 
rechneten mittleren lebendigen Kraft L der Bewegung eines ein- 
atomigen Moleküls bei der nämlichen Temperatur. Der Ver- 
gleich ergibt: 

U=iL. (245) 

Diese Beziehung, und damit auch die Identität der Eonstanten k 
für die Molekularbewegungen und für die Strahlungsvorgänge, 
wird von einer ganz anderen Seite her in sehr bemerkenswerter 
Weise bestätigt durch eine Folgerung aus der Elektronentheorie. 
Nach den Anschauungen dieser Theorie hat man sich nämlich 



Lord Ratleiqh, Phil. Mag. 49, p. 539, 1900. 
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(He von uns betrachteten linearen Schwingungen eines elementaren 
Oszillators vorzustellen als geradlinige Bewegungen eines Elek- 
trons. Dann muß nach einem Satz der statistischen Mechanik 
in einem von Wärmestrahlung erfllllten Oase beim thermo- 
dynamischen Oleichgewichtszustand die mittlere lebendige Kraft 
dieser geradlinigen Elektronenbewegung gleich sein dem dritten 
Teil der mittleren lebendigen Kraft der fortschreitenden Be- 
wegung eines Moleküls; denn die letztere Bewegung wird durch 
drei voneinander unabhängige Komponenten bestimmt, besitzt 
also drei Orade von Bewegungsfreiheit, während dagegen den 
Elektronenschwingungen in unserem Oszillator nur ein einziger 
Grad von Bewegungsfreiheit zukommt Nun ist einerseits die 
mittlere lebendige Kraft der Elektronenschwingongen gleich der 
Hälfte der ganzen Schwingungsenergie , also ^Uj andererseits 
ist der dritte Teil der mittleren lebendigen Kraft der fort- 
schreitenden Bewegung eines Moleküls gleich ^L^ also folgt 
daraus die Beziehung v245V Sind verschiedenartige Resonatoren 
mit verschiedenen Eigenschwingungen im Gase voihanden, so 
müssen sie alle die nämliche mittlere Schwingongseneigie be- 
sitzen« ebenso wie die mittlere lebendige Kraft der fort- 
schreitenden Bewegung verschiedener MolekOlaiten die gleiche 
ist In der Tat ist nach ,'243^ U von r onabhingig.^ 

$ 155« Für die räumliche Gesamtdichte « der schwarzen 
Strahlung bei irgend einer Temperatur T ergibt sich ans (233}: 



, * c :i ■« ■ VI 



- l 



txaer: 






* V^i ^MBSfi X E2S&PSSS. Dsn» Au^ IT. ?i. S». l«Kk Die 

^ojaiflr. aii £)( Bfis^fä^au: i^«}» 5»^ ^«ifi ^.*raäMi»am sib «%(BHi^gill^g 
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und durch gliedweise Integration: 

48 TIA (kTY ,o>ißN 

U--^^^-^]«, (246) 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

«=l+^ + ^ + ir + -"= 1>0823. (247) 

Hierdurch ist das Stefan -Boltzmann sehe Gesetz (75) aus- 
gedrückt^ mit der näheren Maßgabe, daß die Eonstante dieses 
Gesetzes: 

« = -?Ä*— (248) 

§ 156* Für diejenige Wellenlänge X^, welcher im Spektrum 
der schwarzen Strahlung das Maximum der Strahlungsintensität Ex 
entspricht, ergibt sich aus der Gleichung (234): 



(m. 



Die Ausführung der Differentiation liefert, wenn man zur Ab- 
kürzung setzt: 

ch f. 
kX^T "^P' 

6-/» + 4--l=0. 



Die Wurzel dieser transzendenten Gleichung ist: 

ß = 4,9651 , (249) 

mithin ist X^T =^ -|^, also konstant, wie es das WiBNSche Ver- 
schiebungsgesetz verlang^ Durch Vergleichung mit (109) erhält 
man die Bedeutung der Eonstanten 6: 

h^^- (250) 

§ 157* Zahlenwerte. Mit Hilfe der gemessenen Werte 
von a und h lassen sich die uniyersellen Eonstanten h und k 
leicht berechnen. Es folgt nämlich aus den Gleichungen (248) 
und (250): 

Ä«^^^, Ä»^, (251) 

48 na0 48 no ^ ' 

Planck, WSrmestrahlimg. 11 



102 Eaäwupift mmd ITi 



hv» ertßA mdt den aagc^beDen Werten der mimMeBlo i a, b, 
u,ß,c,m 79; (110^ 247^ :24S; md ^l): 

(^J, A- 6,548. ICr^'crgiec, »= 1,846. MT*«-^- 

|1S8. Zor Eothimimg der ToDen physOaliBdiea Bedemtong 
des elemeDteren Wirknngtqiuuititms A wird es noch fluuuiigfiiidier 
ForicbiiDgsarbeit bedfirfen. Dagegen geetaiiet der gefimdeiie 
Wert TOD k leicht, den allgemeinen Znaammenhang ziriachen 
Entropie S and Wahrscheinlichkeit W, wie er dnidi die nni- 
Tenelle Gleichung (203) ausgedrückt ist, nonmehr anch numerisch 
im CQÄySjBtem anzugeben« Es ist nämlich danach ganz all- 
gemein die Entropie eines physikalischen Systems: 

(253) 8 = 1,346 • IQ-^«- log W ^- 

zuzOglich einer willkürlichen additiren Eonstanten. Diese 
Gleichung kann als die allgemeinste bisher existierende 
Definition der Entropie angesehen werden. 

In der Anwendung auf die kinetische Gastheorie erhalten 
wir aus Gleichung (218) für das Verhältnis der Molekülmasse 
zur Molmasse: 

d. h. auf ein Mol gehen 

- = 6,175.10«» 

Moleküle, wobei immer das Sauerstofimol 0, = 82 g voraus- 
gesetzt ist. Daher ist z. B. die absolute Masse eines Wasserstoff- 
atoms (I Hj « 1,008 g) gleich 1,63 • 10"** g. Damit wird die An- 
zahl der bei 0^ G. und Atmosphärendruck in 1 com enthaltenen 
Moleküle eines idealen Gases: 

(255) ^- 88?:io.'\T. ° 2,76.10". 

Die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung 
eines Moleküls bei der absoluten Temperatur 7"= 1 ist nach 
(222) im absoluten C.G.S.-System: 

(256) |ik = 2,02.10"i«. 

Allgemein wird die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden 
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Bewegung eines Moleküls dorch das Produkt dieser Zahl and 

der absoluten Temperatur T ausgedrückt. 

Das Elementarquantum der Elektrizität, oder die freie 

elektrische Ladung eines einwertigen Ions oder Elektrons ist 
im elektrostatischen MaBe: 



e ^ (ü - 9658 ■ 3 • 10^° ^ 4,69 - 10"^'* . 



(257) 



Da die hier benutzten Formeln mit absoluter Genauigkeit gelten 
30 dürfen diese ZableD so lange als die exaktesten Bestimmungen 
der genannten physikalischen Größen angesehen werden^ bis die 
zur Berechnung der universellen Konstante k benutzten Werte der 
Strahlungskonstanten a und b durch neuere Messungen ?erbessert 
werde Up 

§ 159« N^&turliohe tfaßelnheiten, Aue bisher in Gebrauch 
genommenen physikalischen Maßsysteme, auch das sogenannte 
absolute C.G.S.-System, verdanken ihren Ursprung insofern dem 
Zusammentreffen zufälliger ümständCj als die Wahl der jedem 
System zugrunde liegenden Einheiten nicht nach allgemeineD, 
notwendig für alle Orte und Zeiten bedeutungsvollen Gesichts- 
punkten ^ sondern wesentlich mit Bückaicht auf die spezieüen 
Bedürfnisse unserer irdischen Kultur getroffen ist So sind die 
Einheiten der Länge und der Zeit aus den gegenwärtigen 
Dimensionen und der gegenwärtigen Bewegung unseres Planeten 
hergeleitet worden^ femer die Einheit der Maße und der Tempe- 
ratur aus der Dichte und den Fundamentalpunkten des Wassers, 
als derjenigen Flüssigkeit, die an der Erdoberfläche die wichtigste 
Eolle spielt, genommen bei einem Druck, der der mittleren Be- 
schaffenheit der uns umgebenden Atmosphäre entspricht. An 
dieser Willkür würde prinzipiell auch nichts Wesentliches ge* 
ändert werden, wenn etwa zur Längeneinheit die unveränder- 
liche Wellenlänge des Na-Lichtes genommen würde. Denn die 
Auswahl gerade des Na unter den vielen chemischen Elementen 
könnte wiederum nur etwa durch sein häufiges Vorkommen auf 
der Erde oder etwa durch seine für unser Äuge glänzende 
DoppelUnie, die keineswegs einzig in ihrer Art dasteht, gerecht- 
fertigt werden. Es wäre daher sehr wohl denkbar, daß zu einer 
anderen Zeit> unter veränderten äußeren Bedingungen, jedes der 
bisher in Gebrauch genommenen Maßsysteme seine ursprüngliche 
natürliche Bedeutung teilweise oder gänzUch verlieren würde. 
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Dem gegenüber dürfte es nicht ohne Interesse sein, zu be- 
merken, daß mit Zuhilfenahme der beiden in dem Ausdrucke (227) 
der Strahlungsentropie auftretenden Eonstanten h und k die Mög- 
lichkeit gegeben ist^ Einheiten für Länge, Masse, Zeit und Tempe- 
ratur aufzustellen, welche, unabhängig von speziellen Körpern 
oder Substanzen, ihre Bedeutung für alle Zeiten und für alle, 
auch außerirdische und außermenschliche Kulturen notwendig 
behalten und welche daher als „natürliche Maßeinheiten'* be- 
zeichnet werden können. 

Die Mittel zur Festsetzung der vier Einheiten für Länge, 
Masse, Zeit und Temperatur werden gegeben durch die beiden 
erwähnten Konstanten h und k, femer durch die Größe der 
Lichtfortpflanzungsgeschwindigkeit c im Vakuum und durch die 
der Gravitationskonstante f. Bezogen auf Zentimenter, Gramm, 
Sekunde und Celsiusgrad sind die Zahlenwerte dieser vier Eon- 
stanten die folgenden: 

A = 6,548.10-"^^, 



Ä= 1,346 • 10-1« -5^^, 
' aec" grad 

sec 



/^= 6,685. 10-8 



_fi cm 



8 



gsec* 

Wählt man nun die „natürlichen Einheiten'' so, daß im neuen 
Maßsystem jede der yorstehenden vier Konstanten den Wert 1 
annimmt, so erhält man als Einheit der Länge die Größe: 



'-*' cm , 



als Einheit der Masse 



|/^ = 4,08.10 

sse: 

|/^ = 5,42. 10-^ g, 



als Einheit der Zeit: 

als Einheit der Temperatur 



^ = 1,84. 10-*« sec. 



F. RiCHABz und 0. Kbiqab-Mbnzel, Wied. Ann. 66, p. 190, 189S. 
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^ t/^ = 3,63 • 1 0^* grad Cels . 

Diese Größen behalten ihre natürliche Bedeatimg so lange bei, 
als die Gesetze der Gravitation, der Lichtfortpflanzung im Vakuum 
und die beiden Hauptsätze der TbermodjTiamik in Gültigkeit 
bleiben, sie müssen also, von den verecbiedensten Intelligenaen 
nach den Terscbiedensten Methoden gemcssenj sich immer wieder 
als die nämlichen ergeben. 

§ 160. Man bezeichnet häufig das Normalspektram der 
Licht- und Wärmestrahlung als zusammengesetzt aus einer 
großen Anzahl von regelmäßigen periodischen Schwingungen* 
Biese Äusdrucksweiae ist insofern vollkommen berechtigt, als 
sie an die Zerlegung der Gesamtschwingung in eine ForEiEBSclie 
Reihe, nach Gleichung (17 9)i anknüpft, und eignet sich häufig in 
hervorragendem Maße dazu, die Betrachtungen bequem und über- 
sichtlich zu gestalten; sie darf aber nicht zu der Auffassung 
verleiten, als ob jene „Rßgßlmäßigkeit** auf einer besonderen 
physikalischen Eigenschaft der elementaren Scbwingungsvorgänge 
im Spektrum bemhe; denn die Zerlegbarkeit in eine FouEiEBSche 
Reihe ist mathematisch selbstverständlich und lehrt daher in 
physikalischer Beziehung nichts Neues, Man könnte im Gegen- 
teil mit vollem Rechte behaupten ^ daß es in der ganzen Natur 
keinen unregelmäßigeren Vorgang gibt als die Schwingungen in 
den Strahlen eines Normalspektrums* Insbesondere hängen diese 
Schwingungen in keiner irgendwie charakteristischen Weise zu- 
sammen mit den speziellen Vorgängen in den Emissionazentren 
der Strahlen, etwa mit der Periode oder mit der Dämpfung 
der emittierenden Oszillatoren; denn gerade das Normalspektrum 
ist ja dadurch Tor allen anderen Spektren ausgezeichnet, daß 
alle von der speziellen Natur der emittierenden Substanz her- 
rührenden individuellen Verschiedenheiten vollkommen aus- 
geglichen und verwischt sind. Es wäre daher auch ein gänz- 
lich aussichtsloses Unternehmen, wenn man etwa versuchen 
wollte, aus den Elementarscbwingungen in den Strahlen des 
Normalspektrums Schllisse zu ziehen auf die speziellen Eigen- 
schaften der die Strahlen emittierenden Oszillatoren. 

Die schwarze Strahlung läßt sich in der Tat ebensowohl 
wie aus regelmäßig periodischen Schwingungen, so auch aus 
gänzlich unregelmäßigen Einzelimpulsen 2Ußammenge8etzt an- 
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BehetL Die besonderen Begaimäßigkeiten, die wir an spektral 

zerlegtem monochromatischen Licht beobachten, rühren lediglich 
her TOD den besonderen Eigenschaften der benutzten Spektral- 
apparate: des dispergierenden Prismas (Eigenperioden der 
Moleküle), des Beugungsgitters (Spaltbreite)* Daher ist es un- 
zutreffend^ einen Unterschied zwischen LichtBtrahlen und Röntgen- 
strahlen, letztere ab elektromagnetischen Vorgang im Vakuum 
angenommen, in dem umstand zu erblicken, daB in ersteren 
die elementaren Schwingungen mit größerer Regelmäßigkeit er* 
folgen. Die Zerlegbarkeit in eine PoDBiERsche Reibe Ton 
Partialschwingungen mit konstauten Amplituden und Phasen 
gilt fUr beide Arten YOn Strahlen in ganz gleicher Weise* Was 
aber die Lichtschwingungen vor den Röntgensdiwingmigen aus- 
zeichnet, ist wesentlich die viel kleinere Schwingungszahl ihrer 
Partialschwingungen, welche die Möglichkeit ihrer spektralen 
Zerlegung bedingt, und außerdem wahrscheinlich auch die 
viel größere sceitUche Gleichmäßigkeit der Strahlungsintensität 
in jedem Gebiete des Spektrums, die aber keineswegs auf 
einer besonderen Eigenschaft der elementaren Schwingungs^ 
Vorgänge, sondern lediglich auf der Konstanz der Mittelwerte 
beruht. 

§ 161. Die im § 152 ausgedrückten Beziehungen zwischen 
Strahlungsintensität und Temperatur gelten für die Strahlung 
im reinen Vakuum, Befindet sich die Strahlung in einem 
Medium vom Brechungsexponenten n, so wird die Abhängigkeit 
der Strahlungsintensität von der Schwingnngszahl und der 
Temperatur durch den Satz des § 39 geregelt, daß das Produkt 
der spezifischen Strahlungsintensität ^^ und des Quadrats der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlung für alle Substanzen 
den nämlichen Wert hat Die Form dieser universellen Funk- 
tion (42) ergibt sich ohne weiteres aus (232) zu: 



(258) 






hr^ 






- l 



Da nun der Brechnngsexponent n der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit umgekehrt proportional ist^ so tritt für ein Medium mit 
dem Brechungsexponent» an die Stelle von (232) die allgemeinere 
Beziehung: 
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(259) 



and ebenso an die Stelle toh (233) die allgameiiiere Beziehung: 
U^^^^^P^'-^ (260) 



h¥ 



Diese Ausdrücke gelten natürlich zugleicli für die Emission 
eines in bezug auf das Medium mit dem Brechnngsexponenten n 
schwarzen Körpers* 

§ 163, Wir wollen die gefundenen Strahlnngsgeaet^Ee nun 
dazu benutzen, um die Temperatur einer monochromatischen 
unpolarisierteu Strahlung von gegebener Intensität zu berechnen, 
welche Yon einer kleinen Fläche (Spalt) in senkrechter Richtung 
emittiert und durch ein beliebiges System diathermaner, durch 
zentrierte brechende (oder spiegelnde) Kngeläächen Toneinander 
getrennter Medien nahe der Achse hindorchgegangen ist. Kine 
solche Strahlung besteht aus bomozentnschen Bündeln und ent- 
wirft daher hinter jeder brechenden Fläche ein reelles oder 
virtuelles Bild der emittierenden Fläche, wiederum senkrecht 
S5ur Achse. Das letzte Medium nehmen wir zunächst^ wie das 
erste, als reines Vakuum an. Dann handelt es sich für die 
Bestimmung der Strahlungstemperatur nach Gleichung (232) nur 
um die Berechnung der spezifischen Strahlungsintensität S^ im 
letzten Medium, und diese ist gegeben durch die Gesamtintensität 
der monochromatiscben Strahlung l,^ die Größe der Bildfläche i^, 
nnd den räumlichen Offnungswinkel H des durch einen Punkt 
des Budes hindurchgehenden Strahlenkegela. Denn die spezi- 
fische Strahlungsintensität ft^ ist nach (13) dadurch bestimmt, 
daß durch ein Fiächenelement da in senkrechter Richtung 
innerhalb des Elementarkegels dQ in der Zeit dt die dem 
Schwingungsintervall von v bis v-i-dp entsprechende Energie- 
menge: 

2^^dijdildv dt 

unpolarisierten Lichtes hindurchgestraWt wiri Bedeutet nun d a 
ein Element der BildSäche im letzten Medium^ so besitzt hier- 
nach die gesamte betrachtete auf das Bild fallende mono- 
chromatische Strahlung die Intensität: 



AI 
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i^= 2sSd(TfdQ. 



/y ist von der Dimension einer Energiemenge, da das Produkt (2t/ «(2/ 
eine reine Zahl ist Das erste Integral ist die ganze Fläche F 
des Bildes, das zweite ist der räumliche Öfihungswinkel ii des 
durch einen Punkt der Bildfläche hindurchgehenden Strahlen- 
kegels. Daher erhält man: 

(261) I^=^2^^Fi2, 

und daraus mit Benutzung von (232) als Temperatur der 
Strahlung: 

Wenn das betrachtete diathermäne Medium nicht das Vakuum 
ist, sondern den Brechungsexponenten n besitzt, so tritt an 
die Stelle von (232) die allgemeinere Beziehung (259), und man 
erhält statt der letzten Gleichung: 

(263) y A^ 1 



+ 1 



* log(. 



2hv^FSln* \ 



e^Ir 
oder, mit Substitution der Zahlenwerte von o, h und k: 

^ 0,487 . 10"»<> • y , n 1 

^ = . M.46-io-".'i^ -7?^ -T ^^ ^'^'• 
log^-^ Z +^) 

Hierbei ist der natürliche Logarithmus zu nehmen, und I^ ist in 
erg, V in reziproken Sekunden, F in Quadratzentimetem aus- 
zudrücken. Bei sichtbaren Strahlen wird man den Summanden 1 
im Nenner meistens weglassen können. 

Die so berechnete Temperatur bleibt der betrachteten 
Strahlung so lange erhalten, als sie sich in dem diathermanen 
Medium ungestört fortpflanzt, auch wenn sie sich bis in beliebige 
Entfernungen und in beliebig große Bäume au&ibreitet Denn 
wenn auch in größeren Entfernungen eine immer kleinere 
Energiemenge durch ein Flächenelement von bestimmter Größe 
hindurchstrahlt, so verteilt sich dieselbe dafür auf einen um so 
schmaleren, von dem Elemente ausgehenden Strahlenkegel, so daß 
der Wert von S ganz ungeändert bleibt Daher ist die freie 
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Aasbreitung der Strahluug ein yoUkommeii reversibler Vorgang, 
DieUmkebruug desselben läßt sieb etwa mit Hilfe eines passendea 
Hohlspiegels oder einer Sammellinse realisieren. 

Fragen wir nnn weiter nach der Temperatür der Strahlung 
in den übrigen Medien, die zwischen den ein^selnea brechenden 
oder spiegelnden KugelJiächen liegen. In jedem dieser Medien 
besitzt die Strahlung eine bestimmte Temperatur, die durch die 
letzte Formel gegeben ist, wenn man sie auf das von der Strahlung 
in diesem Medium erzeugte reelle oder virtuelle BUd bezieht 

Die Scbwinguugszahl v der monochromatischen Strahlung 
ist selbstverständlich in aUeu Medien dieselbe; femer ist nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik das Produkt n^FQ in 
allen Medien gleich. Wenn daher auch noch die Gesamtintensität 
der Strahlung 4 bei der Brechung (oder Beflexion) an einer 
Fläche konstant bleibt, so bleibt auch T konstant, oder mit 
anderen Worten ; Die Temperatur eines homozentrischen Strahlen- 
bündels wird durch regelmäßige Brechung oder Eeflexion nicht 
geändert^ falls dabei kein Energieverlust der Strahlung eintritt* 
Jede Schwächung der Gesamtintensität /^ aber, durch Spaltung 
der Strahlung, sei es in zwei oder in ?iele verschiedene Rich- 
tungen, wie bei der diflusen Keflesion, führt zu einer Erniedrigung 
der Temperatur T des Strahlenbündels* Tatsächlich findet ja 
im allgemeinen bei Jeder Brechung oder Eeflexion ein bestimmter 
Energie Verlust durch Eeflexion oder Brechung^ und mithin auch 
eine Temperaturemiedrigung statt. Hier kommt also der prinzi- 
pielle Unterschied scharf zur Geltung j den es macht, ob eine 
Strahlung lediglich durch freie Ausbreitung, oder ob sie durch 
Spaltung bez. Absorption geschwächt wird. Im ersten Fall bleibt 
die Temperatur konstantj im zweiten wird sie erniedrigt.^ 

§ 163. Nachdem die Gesetze der Emission eines schwarzen 
Körpers festgestellt sind, läßt sich mit Hilfe des KmcmioFF- 
sehen Gesetzes (48) das Emissionsvermögen E eines beliebigen 
Körpers berechnen, wenn sein Absorptionsvermögen A^ bez. sein 



* Deshalb iat aber doch die reguläre Brechung und Refleiion kctit 
irreversibler Vorgang, Denn die Entropie eweier kobftrentor Strahlen iat 
nicht gleich der Summe der Entropien der Einzelstrahleüj weil dieselben 
nicht unabhlogig voneinander aind im Sinne der WahrHcheinlicbkeitB- 
rechnang, VgL § 15S und § 134, iowie einen demnächst in Dr(7dbb Annale» 
e rieb einenden Aufsatz von M. Laü£ (Anm. bei der Korrektur). 
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Reflexionsvermögen \ — Ä bekannt ist. Bei Metallen gestaltet 
sich diese Berechnung besonders einfach fiir lange Wellen, nach- 
dem E. Hagen und H. Busens ^ experimentell gezeigt haben, 
daß das Reflexionsvermögen und überhaupt das ganze optische 
Verhalten der Metalle in dem genannten Spektridgebiete durch 
die einfachen Maxwell sehen Gleichungen des elektromagnetischen 
Feldes für homogene Leiter dargestellt wird und somit nur von 
der spezifischen Leitungsfähigkeit für stationäre galvanische 
Ströme abhängt. Daher läßt sich das Emissionsvermögen eines 
Metalls für lange Wellen vollständig ausdrücken durch seine 
galvanische Leitungsfähigkeit in Verbindung mit den Formeln 
für die schwarze Strahlung.* 

§ 164. Es gibt aber auch einen Weg zur direkten theore- 
tischen Bestimmung sowohl der galvanischen Leitungsfähigkeit 
und damit des Absorptionsvermögens Ä als auch des Emissions- 
vermögens E von Metallen gerade f&r lange Wellen, wenn man 
von den Anschauungen der Elektronentheorie ausgeht, wie sie 
von E.Riecke' und namentlich vonP.DßUDE* für die thermischen 
und elektrischen Vorgänge in den Metallen ausgebildet worden 
sind. Hiemach beruhen alle diese Vorgänge auf den schnellen 
unregelmäßigen Bewegungen der Elektronen, die zwischen den ent- 
gegengesetzt elektrisch geladenen ponderablen Metallmolekülen 
hin und her fliegen und von ihnen, wie auch untereinander, beim 
Zusammenstoß abprallen, ähnlich wie Oasmoleküle, wenn sie ein 
festes Hindernis oder sich gegenseitig treffen. Die Geschwindig- 
keit der Wärmebewegungen der ponderablen Moleküle ist näm- 
lich gegen die der Elektronen zu vernachlässigen, weil im 
stationären Zustand die mittlere lebendige Kraft der Bewegung 
eines ponderablen Moleküles gleich derjenigen eines Elektrons 
ist (vgl. oben § 154], und weil die träge Masse eines ponderablen 
Moleküles die eines Elektrons um mehr als das Tausendfache 
übertrifft. Besteht nun im Innern des Metalls ein elektrisches 
Feld, so werden die entgegengesetzt geladenen Partikel nach 
entgegengesetzten Seiten getrieben, mit durchschnittlichen Ge- 
schwindigkeiten, die wesentlich mit von der mittleren freien 

* £. Hagen UDd H. Rubeks, Dbüdes Ann. 11, p. 873, 1903. 

* £. AscHKiNASs, Dbüdes Ann. 17, p. 960, 1905. 
» E. HiECKE, WiED. Ann. 66, p. 363, 1898. 

* P. Dbude, Dbüdes Ann. 1, p. 666, 1900. 
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Weglänge abhängen, und hierans resultiert die Leihingsfähiglceit 
des Metalls fdr den gaWanischen Strom. ABdorerseits ergibt 
sich das Emissionsvermögen des Metalls für strahlende Wärme ' 
ans der Berechnung der Stöße der Elektronen, Denn solange 
ein Elektron mit konstanter Geschwindigkeit in konstanter 
Eichtung fliegti bleibt seine kinetiacbe Energie konstant und es 
findet keine Ausstrahlung von Energie statt; sobald es aber 
dnrch einen Stoß eine Änderung seiner Gescbwindigkeitskonipo- 
nenten erleidet, wird ein gewisser aus der Elektrodynamik zu 
berechnender Betrag von Energie, der sich stets in der Form 
einer FotniiEB sehen Reibe darstellen läßt, in den umgebenden 
Baum ausgestrahlt» ganz ebenso ^ wie man sich die Böntgen- 
strahlung entstanden denkt durch den Anprall der von der 
Kathode fortgeschleuderten Elektronen gegen die Antikathode, 
Durchführen läßt sich diese Berechnung bis jetzt allerdings 
nur unter der Voraussetzung, daß während der Zeit einer Partial- 
schwingungder FouuiEEschen Beiha eine große Anzahl von Elektro- 
nenstößen stattfinden, d. h. für Terhältnismäßig lange Wellen, 

Diese Methode kann man nun offenbar dazu benutzen^ um 
auf einem neuen, von dem früher eingeschlagenen ganz unab- 
hängigen Wege die Gesetze der schwarzen Strahlung für lange 
Wellen abzuleiteUp Denn wenn man das so berechnete EmisBioos- 
vermögen E des Metalls dividiert durch das mittels der galva- 
nischen Leitungsfähigkeit bestimmte Absorptionsvermögen Ä des- 
selben Metalls, so muß nach dem Kischhoff sehen Gesetz (48) 
das Emissionsverm5gen des schwarzen Körpers^ unabhängig von 
jeder speziellen Substanz, resultieren» Auf diese Weise hat 
H. A- LoRENTZ ^ in einer tiefgebenden Untersuchung das Strahlungs- 
gesetz eines schwarzen Körpers abgeleitet und ist dabei zu einem 
Kesultat gekomnien, das inhaltlich genau mit der Gleichung (240) 
übereinstimmt, wobei auch die Konstante k mit der Gaskonstante R 
wieder durch die Gleichung (217) zusammenhängt* Diese Art der 
Begründung der Strahiungsgesetze ist zwar auf das Gebiet langer 
Wellen beschränkt, aber dafür gewährt sie einen tieferen, höchst 
bedeutungsvollen Einblick in den Mechanismus der Elektronen- 
bewegungen und der durch sie bedingten Strahlungsvorgänge in 
Metallen. Zugleich wird dadurch die oben in § 160 geschilderte 



^ H* Ä, LoBESTz, Proo* Kon. Akftd. v. Wet Amsterdara 1903, p. 666* 
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Auffassung ausdrücklich bestätigt^ wonach das Normalspektrum 
als zusammengesetzt aus einer großen Schar gänzlich unregel- 
mäßiger Elementarvorgänge betrachtet werden kann. 

§ 165* Eine weitere interessante Bestätigung des Strahlungs- 
gesetzes schwarzer Körper f&r lange Wellen und des Zusammen- 
hanges der Strahlungskonstanten k mit der absoluten Masse der 
ponderablen Moleküle hat vor kurzem J. H. Jeans ^ aufgefunden, 
auf einem schon vorher von LordEAYLEiGH* beschrittenen Wege, 
welcher sich dadurch wesentlich von dem hier eingeschlagenen 
unterscheidet, daß er die Heranziehung von speziellen Wechsel- 
wirkungen zwischen der Materie (Moleküle, Oszillatoren) und dem 
Äther ganz vermeidet und im wesentlichen nur auf die Vor- 
gänge im durchstrahlten Vakuum eingeht. Den Ausgangspunkt 
dieser Betrachtungsweise liefert folgender Satz der statistischen 
Mechanik (vgl. oben § 154). Wenn in einem den Hamilton sehen 
Bewegungsgleichungen gehorchenden System, dessen Zustand 
durch die Werte einer großen Anzahl von unabhängigen Variabein 
bestimmt ist, und dessen Gesamtenergie sich additiv aus ver- 
schiedenen von den einzelnen Zustandsvariablen quadratisch 
abhängigen Teilen zusammensetzt, irreversible Prozesse statt- 
finden, so vollziehen sich diese durchschnittlich immer in 
der Richtung, daß die auf die einzelnen unabhängigen Zu- 
standsvariablen entfallenden Teilenergien sich gegenseitig aus- 
gleichen, so daß schließlich, bei Erreichung des statistischen 
Gleichgewichts, alle im Mittel einander gleich geworden sind. 
Nach diesem Satze läßt sich also in einem solchen System 
die stationäre Energieverteilung angeben, sobald man nur 
die unabhängigen Variabein kennt, durch welche der Zustand 
bestimmt ist 

Wir denken uns nun ein reines Vakuum in der Form 
eines Würfels von der Eantenlänge /, mit metallisch spiegeln- 
den Seitenflächen. Legt man den Koordinatenanfangspunkt in 
eine Ecke des Würfels und die Koordinatenachsen in die an- 
stoßenden Kanten, so wird ein in diesem Hohlraum möglicher 
elektromagnetischer Vorgang dargestellt durch das folgende 
System von Gleichungen: 



» J. H. Jeans, Phil. Mag., 10, p. 91, 1905. 

' Lord Batlbigh, Nature 72, p. 54 und p. 248, 1905. 
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(264) 



wobei a, h, : irgend drei positive gan^e Zahlen bedeuten. Die 
GreDzbedioguDgen sind in diesen ÄuBdrücken dadiircb befriedigt, 
daß für die sechs Grenzüäcben a; = 0, jc = /, y = 0^ i/ = i, ;c ^ 0, 
% ™ l die tangentiellen Komponenten der elektrischen Feld- 
stärke @ verschwinden. Die Maxwell sehen Feldgleichungen (52) 
werden ebenfalls, wie man dorcb Substitution erkennen kanuj 
sämtlich befriedigt, wenn zwischen den Konstanten gewisse Be- 
ziehungen besteheUj welche Bich alle in einen einzigen Satz zu- 
sammenfassen lassen; Bezeichnet man mit a eine gewisse positive 
Konstante, so bestehen zwischen den neun quadratisch angeord- 
neten Größen: 

flg he te 

2^ Yh 2h 



a 
a 



a 



a 



alle diejenigen Relationen, welche die neun sogenannten „Rich- 
tungskosinus" zweier orthogonaler rechtshändiger Koordinaten- 
systeme, d. h, die Kosinus der Winkel je zweier Achsen der 
beiden Systeme, erfüllen. 

Daher ist die Summe der Quadrate der Glieder jeder 
Horizontalreihe oder jeder Vertikalreihe = 1, also z. ß. 






(265) 
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Femer ist die Summe der Produkte entsprechender Glieder in 
je zwei Parallelreihen gleich null. Also z. B. 

(266) a«! +b«j +ce3 = 0, 

Femer gelten Relationen von der Form: 
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iL, 
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cc 
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also: 

(267) 

Wenn die ganzen Zahlen a, 6, c gegeben sind^ so ist nach (265) 
die Schwingungszahl v unmittelbar dadurch bestimmt. Dann 
lassen sich von den sechs Größen e^, e,, ^i ^f ^^ ^ ^^^ noch 
zwei beliebig wählen, die übrigen sind dann eindeutig, und zwar 
linear und homogen, durch sie bestimmt. Nimmt man z. B. 
Cy^ und 6^ willkürlich an, so berechnet sich e^ aus (266) und dann 
folgen die Werte von h^, \f h^ aus den Relationen von der 
Form (267). Zwischen den gestrichenen Konstanten e^', e^, e,', 
h^^ h^', h^ bestehen genau dieselben Beziehungen wie zwischen 
den ungestrichenen, von denen sie ihrerseits ganz unabhängig 
sind. Daher lassen sich auch von ihnen noch zwei beliebig 
wählen, etwa h^' und h^\ so daß von allen in den obigen Glei- 
chungen vorkommenden Konstanten bei gegebenen a, 6, c noch 
Tier Konstante unbestimmt bleiben. Bildet man nun für jedes 
beliebige Zahlensystem a, b, c Ausdrücke von der Form (264) 
und summiert die entsprechenden Feldkomponenten, so erhält 
man wiederum eine Lösung der MAXwELLschen Feldgleichungen 
und Grenzbedingungen, welche aber nun so allgemein ist, daß 
sie jeden beliebigen in dem betrachteten Hohlwürfel möglichen 
elektromagnetischen Vorgang darzustellen vermag. Denn über 
die in den einzelnen partikulären Lösungen unbestimmt ge- 
bliebenen Konstanten 0^, e,, ^', h^ kann immer so verfügt 
werden, daß der Vorgang jedem beliebigen Anfangszustand {i s= 0) 
angepaßt werden kann. 

Ist nun, wie wir bisher angenommen haben, der Hohlraum 
ganz von Materie entblößt, so ist der Strahlungsvorgang bei 
gegebenem Anfangszustand in allen seinen Einzelheiten eindeutig 



beBtimmt« Er zerfällt in eine Reilie von stehenden SehwiBgnngen, 
deren jede durch eine der betrachteten partikulären Lösungen 
dargestellt wird, und die toIIs tandig unabhängig voneinander 
verlaufen. Von Irreversibilität kann ako hierbei keine Rede 
sein, und daher auch nicht von der Tendenz zu einem Ausgleich 
der auf die einzelnen Partialschwingungen entfallenden Teil- 
energien- Sobald man aber auch nur eine Spur von Materie in 
dem Hohlraum befindlich annimmt^ welche die elektrodynamischen 
Schwingungen beeinfiofisen können, z. B. einige Gasmoleküle, 
welche Strahlung emittieren und absorbieren, so wird der Vor- 
gang ungeordnet^ und es wird sich^ wenn auch langsam, ein 
Übergang von weniger wahrBcheinÜchen zu wahrscheinlicheren 
Zuständen vollziehen. Ohne nun auf irgendeine nähere Einzel- 
heit in der elektromagnetischen Konstitution der Moleküle ein- 
zugehen, kann man aus dem oben angeführten Satz der atati« 
stischen Mechanik den Schluß ziehen, daß unter allen möglichen 
Vorgängen derjenige einen stationären Charakter besitzt ^ bei 
welchem die Energie sich gleichmäßig auf alle uDabblinglgen 
Variabeln des Zustandes Terteilt hat 

Bestimmen wir also diese unabhängigen Variabein. Zn- 
nächst sind es die Geschwindigkeitskomponenten der Gaamoleküle. 
Jeder der drei Toueinander unabhängigen Geachwindigkeits- 
komponenten eines Moleküls entspricht mithin im stationären 
Znstand durchschnittlich die Energie |jL, wo 1/ die mittlere 
Energie eines Moleküls darstellt und durch (222) gegeben ist 
(vgU § 154), Ebenso groß ist also die Teilenergie, welche im 
stationären Zustand durchschnittlich auf jede der unabhängigen 
Variabein des elektromagnetischen Systems entfällt. 

Nun ist nach den obigen Ausführungen der elektromagne* 
tische Zustand des ganzen Hohlraums für jede einzelne^ je einem 
bestimmten Wertensystem der Zahlen a, 6, c entsprechende 
stehende Schwingung in irgendeinem Zeitpunkt durch vier von- 
einander unabhängige Größen bestimmt. Folglich ist für die 
Strabluugsvorgänge die Anzahl der unabhängigen Zustandst 
variablen 4 mal so groß als die Anzahl der möglichen Werten- 
systeme der positiven ganzen Zahlen a, % c- 

Wir wollen nun die Anzahl der möglichen Wertensysteme 
a, if c berechnen, welche den Schwingungen innerhalb eines be- 
stimmten kleinen Spektralbezirks, etwa zwischen den Schwingungs- 
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rAÜ^:: r oad r - ir. entsprechen. Nach (265) genügen diese 
Warteüsj^eme ie^. U^gleichang«!: 

. V. - . -. < - -^ j , 

w^:ot?i -icc: nar */ . sondern anch - — - als große Zahl zu 

i<;:ik:?:: i-ji. Ver5iazil:cht?n wir uns jedes Wertensystem der a, b, c 
iurvii einen P:ink:. indem wir die Werte der positiven ganzen 
ZjLilen I. i. : ±ls Koordinaten in einem rechtwinkligen Eoordi- 
Zi:c::sys:eai jiri^iäs^en. so erfüllen die so erhaltenen Ponkte 
ei-jLe:: Ok:an:en ies :i-endliohen Raumes, und die Bedingung (268) 
i^: ^'.e:chbedeii:end mit der. daß die Entfernung eines dieser 
r*i:ik:e T-:m Aniiz^punkt der Koordinaten zwischen den 

Werte:: "" und "—''"■*'' liegt. Die gesuchte Zahl ist 

d.ihcr gleich der Zahl der Punkte« welche zwischen den beiden 

KiuvIr.Av:henoktan:en i:ele«en sind, die den Radien — ^ und 

^^ " " e 

^ ' * •* i »^ 

eufc?prwhen. Da nun jedem Punkt ein Würfel vom 

Voluiuou l e:itsprioht und umgekehrt, so ist jene Zahl einfach 
^^loich dorn Volumen der genannten Kugelschicht, also gleich: 

i . , ä:*' \« 2/rfr 

\ c ' c ■ 

uud d\o Anzahl der entsprechenden unabhängigen Zustands- 
v-in^bolu iiloich dorn Vierfachen davon: 

l\« uuu aut jode unabhängige Zustandsvariable beim stationären 
\\MSt4u^ vluivhschnittlich die Teilenergie - entfallt, so kommt 
^ut nIu lutorvall der Schwingungszahlen von y bis y + dy im 
3iM\'.>M^ dio Kuoi*gic: 

Sc- -•^• 

IS,«.« y^\^M, da da» Volumen des Hohbraums /' ist, für die 
^,is*v^Ux ho Kuoi>iiodichto der Schwingungszahl r: 

16/ir*rfr j 
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und mit Substitution des Wertes yon L aus (222): 

ü « ^^^^^ ^ . (269) 

§ 166* Ein Vergleich der letzten Formel mit (242) ^eigt, 
daß wir durch die statistische Mechanik ^u genau demselben 
Zusammenhang zwischen Strahlungsdichte^ Temperatur und 
Schwingungszahl geführt werden, wie durch das aus den Resooator- 
achwingungen abgeleitete Strablungsgeaetz^ allerdings nur für 
hinreichend lange Wellen, bez. hohe Temperaturen. Denn nur 
unter dieser Bedingung ist die Gleichung (242) gültig. Ana 
dieser Beachränkung erwächst für die Anwendung der statisti- 
schen Mechanik auf die Strahl ungs^orgänge eine gewiaae Schwierig- 
keit Denn würde man den Satz von der gleichmäbigen Energie* 
Terteilung auf alle unabhängige Zustandsvariabelu vollständig 
unbeschränkt anwenden, so müßte jene Beziehung ganz allgemein 
für alle Temperaturen und Schwingungazahlen gelten, und das 
würde, wie man leicht sieht, die Unmöglichkeit einer stationären 
EnergieverteiluDg zur Folge haben, da die Energtedichte Eugleich 
mit der Schwing ungazahl unbegrenzt zunehmen würde. 

Diese Schwierigkeit sucht J*H,jBiN^* durch die Annahme 
zu heben, daß in einem mit emittierender und absorbierender 
Substanz versehenen durchstrahlten Hohlraum gar kein wirklich 
stabiler Strahlungszustand exiatiert, sondern daß die gesamte 
vorhandene Energie im Laufe der Zeit in Wärmeatrahlung 
von immer höheren Schwingungszahlen übergeht, bis schließ- 
lich die Geschwindigkeit der Molekularbewegung unmerklich 
klein und die absolute Temperatur derselben daher gleich Null 
geworden ist 

Einer solchen Annahme kann ich mich aber nicht an- 
schließen. Denn wenn Je ein aus der alltäglichen Erfahrung 
genommener Satz dadurch an Zuverlässigkeit gewinnt^ daß die 
verschiedensten aus ihm gezogenen Folgerungen sich als mit 
den feinsten Messungen in Übereinstimmung erweisen, so trifft 
dies bei dem Satze zu, daß die Strahlung in einem mit Materie 
versehenen Hohlraum einem Endzustand mit bestimmter end- 
licher Energieverteilung zwischen Materie und Äther zustrebt. 



* J. H, J^Aifß, Ptoc- Roy. Soc. Vol. 76 A, p. 296, 545, 1905, 
FhAXCiL, WlrmcstTEhlung. 12 
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ÄUe bisher in der Theorie der Wäfmegtrablung gezogenen, zum 
Teil auf den ersten Blick sehr kdlin erscheinen den thermo- 
dynamifichen Konsequenzen, Yon dem Kibchhoff sehen Satze 
der Proportionalität des Emiesionsvermögens und des Absorptioas* 

Termögens angefangen, beruhen auf der Annahme der EkiateBi 
eines im thermodynamischen Sinn absoluten Grleichgewichts- 
xnstandes, und ihnen allen würde der Boden entj'.ogenf wenn 
man jene Annahme fallen ließe; dagegen ist noch niemals eine 
Folgerung jenes Satzes im Widerspruch mit der EHahrung be- 
funden worden- Andererseits bat sich bisher nicht die Spur 
einer Andeutung dafür gezeigt^ die auf die Vermutung führen 
könnte, daß wir es hei der schwarzen Strahlung nicht mit einem 
wirklich stabilen Zustand zu tun haben, im Gegenteil: schon 
die einfache Tatsache, daß ein Körper durch Wärmestrahlung 
erwärmt werden kann, daß also strahlende Energie ohne 
Kompensation in Energie der Molekularbewegung übergehen 
kann, ließe sich Ton jenem Standpunkt aus wohl nur schwer 
mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in Einklang 
bringen* 

Ich bin daher der Meinung, daß die besprochene Schwierig- 
keit nur durch eine unberechtigte Anwendung des Satzes von 
der Gleichmäßigkeit der Energieverteilung auf alle unabhängigen 
Zustandsvariabeln hervorgerufen ist. In der Tat ist für die 
Gültigkeit dieses Satzes die Voraussetzung wesentlich, daß die 
Zustandsverteüung unter allen bei gegebener Gesamtenergie von 
vornherein möglichen Systemen eine ,,ergodi8che** ist^^ oder kuric 
ausgedrückt, daß die WahrscLeinUchkeit dafür, daß der Zustand 
des Systems in einem bestimmten kleinen „Elementargebiet** 
(§ 150) liegt, einfach proportional ist der Größe dieses Gebiets, 
wenn dasselbe auch noch so klein genommen wird- Diese 
Voraussetzung ist aber bei der stationären Energiestrahlung 
nicht erfüllt; denn die Elementargebiete dürfen nicht beliebig 
klein genommen werden, sondern ihre Größe ist eine endliche, 
durch den Wert des elementaren Wirkungsquantums h bestimmte. 
Nur wenn man das Wirkungaelement h unendlich klein annehmen 
dürfte, würde man zu dem Gesetz der gleichmäßigen Energie- 
verteilung gelangen. In der Tat geht für unendlich kleines A, 



^ L. BoLnai^KK, Qastheorle Hf p. d2, 101, IBM 
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wie man aus der Formel (283) ersieht^ die allgemeine Energie- 
verteilung in die spezielle hier abgeleitete (269) über, und es 
gelten dann überhaupt alle Beziehungen des § 154, entsprechend 
dem Bayleigh sehen Strahlungsgesetz. Dann werden, ent- 
sprechend dem Satz von der gleichmäßigen Energieverteilung, 
anch die Energien aller Besonatoren einander gleich ^ was im 
allgemeinen nicht der Fall ist 

Natürlich muß dem Wirkungselement h auch eine direkte 
elektrodynamische Bedeutung zukommen; aber welcher Art diese 
ist, bleibt zunächst noch eine offene Frage. 



12* 



Fünfter Abschnitt 

Irreversible Strahlungsvorgänge. 



Erstes Kapitel. 
Einlettung. Direkte Umkehrung eines Strahiungsvorgangs. 

§ 167. Nach den Entwickelangen im vorigen Abschnitt 
kann man die Natur der Wärmestrahlung innerhalb eines im 
stabilen thermodynamischen Gleichgewicht befindlichen isotropen 
Mediums in allen Stücken als bekannt ansehen. Die Intensität 
der nach allen Richtungen gleichmäßigen Strahlung hängt ftlr 
alle Wellenlängen ausschließlich von der Temperatur und Yon 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ab, nach der Gleichung (259) 
fbr die schwarze Strahlung in einem beliebigen Medium. Aber 
damit ist die Aufgabe der Theorie noch nicht erledigt; dieselbe 
hat yielmehr auch davon noch Rechenschaft abzulegen, in 
welcher Weise und durch welche Vorgänge eine ursprünglich 
in dem Medium vorhandene ganz beliebig gegebene Strahlung, 
wenn das Medium nach außen durch eine undurchlässige Hülle 
abgeschlossen ist, allmählich in den stabilen, dem Maximum der 
Entropie entsprechenden Zustand der schwarzen Strahlung über- 
geht, ähnlich wie ein in ein festes Gefäß eingeschlossenes Obs, 
in dem ursprünglich beliebig gegebene Strömungen und Tempe- 
raturdifferenzen vorhanden waren, allmählich in den Zustand 
der Ruhe und der gleichmäßigen Temperaturverteilung übergeht» 

Diese sehr viel schwierigere Frage läßt sich bis jetzt nur 
in beschränktem Umfang beantworten. Zunächst ist nach den 
ausftLhrlichen Erörterungen im ersten Kapitel des vorigen Ab- 
schnitts klar, daß man, da es sich hier um irreversible Prozesse 
handelt, mit den Prinzipien der reinen Elektrodynamik allein 
nicht auskommen wird. Denn der reinen Elektrodynamik ist^ 
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ebenso wie der reinen Mechanik, der zweite Hauptsatz der 
Thermodynamik oder das Prinzip der Vermehrung der Entropie 
inhaltlich fremd* Dies seigt sich am unmittelbarsten in dem 
Umstand, daß die Grundgleichnngen sowohl der Mechanik als 
auch der Elektrodynamik die direkte zeitliche ümkehrung eines 
jeden Vorgangs gestatten, in geradem Widerspruch mit dem 
Prinzip der Vermehrung der Entropie. Sei bat verständlich müssen 
hier aUe Arten von Reibung und galvanischer Stromleitung aus- 
geschlossen gedacht werden; denn diese Vorgänge gehören, da 
sie stets mit Wärmeerzeugung verbunden sind, nicht mehr der 
reinen Mechanik oder Elektrodynamik an. 

Setzt man dies voraus, so kommt in den Grtindgleichungen 
der Mechanik die Zeit t nur in den BeBcblennigangskomponenteUf 
also in der Form des Quadrats ihres Differentials vor. Wenn 
man also in den Bewegungsgleicbungen als Zeitvariable die 
Größe — t statt t einführt, so behalten dieselben ihre Form 
unverändert bei, und daraus folgt, daß, wenn man bei einer 
Bewegung eines Systems materieller Punkte in irgend einem 
Augenblick die Geschwindigkeitskomponenten sämtlicher Punkte 
plötzlich umkehrt^ die Bewegung genau rückwärts verlanfen muß. 
Für die elektrodynamischen Vorgänge in einem homogenen nicht- 
leitenden Medium gilt ganz Ähnliches. Wenn man in den M axwell- 
Bchen Gleichungen des elektrodynamischen Feldes überall — t 
statt i schreibt, und außerdem das Vorzeichen der magnetischen 
Feldstärke ^ umkehrt, so bleiben die Gleichungen^ wie man 
leicht sehen kann, unverändert, und daraus folgt, daß, wenn 
bei irgend einem elektrodynamischen Vorgang in einem ge- 
wissen Zeitpunkt die magnetische Feldstärke liberall plötzlich 
umgekehrt wird, während die elektrische Feldstärke ihren Wert 
behält, der ganze Vorgang in umgekehrter Richtung ver- 
laufen muß. 

§ 168, So unmittelbar dieser Satz, daß alle rein elektro- 
dynamischen Vorgänge auch in umgekehrter Richtung verlaufen 
können, für die Ausbreitung elektrodynamischer Wellen im 
reinen Vakuum 2u erweisen ist, so scheint er auf den ersten 
Blick seine Gültigkeit zu verUeren bei den im dritten Ab* 
[«chnitt von uns betrachteten Oszillatorschwingungen. Denn die 
Gleichnng (VTl) f&r die Schwingungen eines solchen Oszillators 
tautet: 
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(270) 



Kf+Lf^^r^%. 



3e* 



wobei ®, die .i;-EotBponeat6 der elektrischen Feldstärke der er- 
regenden primäreii Welle am Orte des Oszillators bezeichnet. 
Führt man duü in dieser Gleichaag die Differentiation von /; 
statt nach jf, nach — i aus, so ändert das DämpfungsgUed sein 
Vorzeichen, und man könnte daher zu glauben yersncht sein, 
daß ein Schwingungayorgang nicht in umgekehrter Richtung 
verlaufen kann. Das wäre aber ein Febkchlnß. Denn zu dem 
ganzen Scbwingunga Vorgang gehört nicht nur die Schwingung 
dea Oszillators selber, sondern auch die ihn erregende primäre 
Welle, und wenn von einer Umkehning des Vorgangs ge- 
sprochen wirdj so muß nicht nur der Oszillator, sondern auch 
das äußere Feld in Betracht gebogen werden. Nun sendet der 
schwingende Oszillator nach dem, was wir firüher (§ 107) ge- 
sehen haben, eine bestimmte Xugelwelle in das umgehende 
Vakuum hinaus, folglich wird er hei der ümkehrung des ganzen 
Vorgangs nicht nur von der umgekehrten ursprünglich primären 
Welle S^, sondern zugleich auch von der umgekehrten Engel- 
welle, d, h. von einer nach innen zu auf den Oszillator als 
Zentrum fortschreitenden Kugelwelle erregt, und es fragt sich, wie 
seine Schwingungen sich nun, unter diesem doppelten ElnÖuß, 
gestalten. Diese Frage soll im folgenden allgemein untersucht 
werden. 

§ 169. Zuerst betrachten wir die Eigenschaften der von 
außen nach innen auf den Oszillator als Zentrum zu fort- 
schreitenden Kugel welle, welche die Umkehrung der direkten 
vom Oszillator ansgeaandten Kugelwelle daratellt Die direkte 
Welle ist gegeben durch die Gleichungen (145], wenn man darin 
für die Funktion F den in (148) angegebenen Ausdruck setzt. 
Deshalb wird die umgekehrte Welle, die entsteht, wenn zur 
Zeit t = alle magnetischen Feldstärken der direkten Welle 
plötzüch umgekehrt werden j dargestellt durch die nämlichen 
Gleichungen (145), wenn man darin f^ die Funktion F setzt: 



(271) 



p.i.r(-,-f). 



Denn durch Substitution in (145) ergeben sich daraus die näm- 
lichen Ausdrücke für die Komponenten der Feldstärke wie flir 
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die direkte Welle^ nur daB überall — t statt t stehti und daß 
das Vorzeichen der magnetischen Feldstärke umgekehrt ist 
In der Tat bemcbnet die Wellenfünktion (271) eine nach innen 
fortschreitende Kugelwelle* 

Es bandelt sich jetzt um die Größe der elektrischen Kraft, 
mit der diese sieb auf den Oszillator zusammenziehende Kugel- 
welle den Oszillator erregt Das ist nach den allgemeiiieti Sätzen 
des §111 die a^Komponente der elektrischen Feldstarke, welche 
diese Welle am Orte des Oszillators besitzen wlirde, wenn der» 
selbe gar nicht vorhanden wäre* Lassen wir also einmal den 
Oszillator ganz weg und betrachten den Verlauf der von 
außen nach innen fortschreitenden Kugel welle (271). Dieselbe 
wird im Kugelmittelpanktj also im Anfangspunkt der Koordi- 
naten, durch sich selber hindurcbgebeo, und zwar so, daß das 
elektromagnetische Feld der Welle endlich und stetig bleibt; 
denn es ist unmöglich, daß eine ursprünglich endliche Welle 
im freien Vakuum irgendwo und irgendwann eine unendlich 
große Feldstärke erzeugt. Nehmen wir also den Ausdruck der 
durch sich selbst hindurchgegangenen nach außen fortschreiten- 
den Kugel welle mit in die Wellenfünktion F auf, so erbalten 
wir TOÜständiger als in (271): 

wobei nun f die nach innen fortschreitende, ^ die durch sich 
selbst hindurchgegangene nach außen fortschreitende Welle be- 
deutet Da für r = F für alle Zeiten endlich bleiben muß, 
so ergibt sich; 



Folglich: F=lfi^t~^^lf{^t+l) 



(272) 



Mit diesem Werte von /^stellen die Gleichungen (145) die direkte 
Umkehrung der vom schwingenden Oszillator emittierten Welle 
auch in ihrem späteren Verlauf vor* Sie schreitet nach 
innen fort und streicht über den Oszillator hiowegi ohne dort- 
seihat unendlich oder unstetig 2U werden, wie das überhaupt 
bei jeder den Oszillator erregenden Welle der Fall ist Be- 
rechnen wir jetzt die t-Komponente der elektrischen Feldstärke 
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dieser Welle am Orte dea Oszillators, Für hinreicheiid kleine 
Werte von r wird: 

wobei die Ableitungen f, /, f von f immer, auch im folgenden, 

nach dem Argument, nicbt etwa nach t^ genommen zu denken sind. 

Daraus folgt für die Wellenfunktion (272): 

Dies ergibt nach (145) flir die ^Komponente der elektrischen 
Feldstärke am Orte r = 0, da r* = x" + ^* + «*: 

§ 170. Nachdem wir nun die elektrische Kraft festgestellt 
haben» mit welcher die sich nach innen fortpäanzendCi durch 
die Umkehr ung der ursprünglich emittierten Engel welle ent- 
standene Kugel welle den Oazillator erregt, wollen wir die 
Schwingungen berechnen, welche der Oszillator ausführt, wenn 
außer der umgekehrten primären Welle auch noch die um- 
gekehrte Kugelwelle auf ihn einwirkt Bezeichnen wir die ge- 
suchte Schwingung mit f{t)f so muß nach der aUgemeineii 
SchwingungBgleichung (270) gelten: 

(274) Kr{f} + Lnt] - -g^rio = ®.(-o + i^ri-^^ 

Denn als erregende Schwingung haben wir hier einausetzen ein- 
mal die der umgekehrten primären Welle, und dann die der 
umgekehrten Kugelwelle (273). 

Die Gleichung (274) wird befriedigtj wenn man setzt: 

(275) r{f) = f{-t), 

also /*(<)=-/•(-<), r{i}^n-t), r{t)=-n-(]. 

Denn dann ergibt sieb aus (274): 

A7(-/) + Ln-t) - ~,n-t] = e.(-() 

und diese Gleichung ist genau erfüllt für alle positiTen Werte I 
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von i^ wenn die Gleichuag (270) für alle negativen Werte von /, 
d. h, für aUe Zeiten, welche dem Augenblick der Umkehrung, 
^ = 0, Torausgeben, erfülli ist Hierdnrcli ist die Schwingung (275) 
des Oszillators filr alle positiven Zeiten gegeben, und sie stellt, 
wie man siebte in allen Stücken die Umkehrung des direkten 
SchwiDgungsvorgaQg3 dar* 

§ 171. Fassen wir nun weiter die bei dem umgekehrten 
Vorgang vom Oszillator emittierte Welle ins Auge^ so wird 
dieselbe nach (148) dargestellt durch eine nach außen fort- 
schreitende Kugelwelle mit der WetlenfanktioriT 



^^('-f) 



{2T6) 



Dieser Welle snperponiert sich die oben betrachtete durch das 
Kugelzentrum bindurchgegaogene und nun ebenfalls nach außen 
fortschreitende Kugel welle, deren Wellenfunktion nach (272) den 
Wert besitzt: 

(277) 



I 



-i^(-'+i) 



Nun ist gemäß der Beziehung (275) die Summe der beiden 
Wellenfunktionen (276) uud (277} gleich Null, die beiden nach 
außen fortschreitenden Kugelwellen vernichten sich also gegen- 
seitig, und wir erhalten das Resultat, daß bei dem betrachteten 
umgekehrten Vorgang überhaupt keine Kugelwelle vom Oszillator 
nach außen geht 

Wenn man alles zusammenfaßt, so besteht mitbin der um- 
gekehrte Vorgang einfach darin, daß die ursprllnglicbe primäre 
Welle wieder rückwärts geht und daß der Oszillator die ursprüng- 
lich emittierte Welle wieder in sieb aufnimmt , ohne eine neue 
Welle nach außen zu entsenden, wobei er seine Schwingungen 
genau in umgekehrter Reihenfolge wiederholt^ 

§ 173. Nehmen wir als Beispiel den speziellen Fall, daß 
überhaupt keine primäre Welle vorhanden ist, die den Oszillator 
zu Scbwingungen anregt. Dann erfolgt einfaches Abklingen der 
Oszillatorschwingungen, mit konstantem Dekrement, nach Glei- 
chung (169), indem die iSchwingungsenergie in Form von Kugel* 
wellen allm^blicb in den Eaum hinausgestrablt wird« Kehrt 



* Vgl L, BoLTTiUKK, ÖitEungsber. d. Berliner Akad. d. Wisaeaach, 
vom 3. MüT£ ia98i p. 182. 
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man nan zu irgend einer Zeit die magnetischen Feldstärken 
der emittierten Eugelwelle überall plötzlich um und ebenso den 
Strom f im Oszillator, so geht der Vorgang genau umgekehrt 
vor sich: die Eugelwelle kehrt zum Oszillator zurück, seine 
Schwingungen werden mit konstantem Inkrement verstärkt, und 
er saugt die früher ausgestrahlte Energie voUständig wieder ein, 
ohne dabei irgendwelche Ekiergiebeträge auszustrahlen. 

§ 173. Elin anderes drastisches Beispiel erhalten wir, wenn 
ein Oszillator, der ursprünglich gar keine Energie besitzt (/'=0, 
/• == 0) von einer ebenen periodischen Welle getroffen wird. Der 
Oszillator wird allmählich immer stärker ins Mitschwingen ge- 
raten, bis der in § 112 ff. ausfuhrlich untersuchte stationäre Vor- 
gang entsteht, wobei der Oszillator in der Periode der erregen- 
den primären Welle schwingt, mit einem größeren oder kleineren 
Phasenunterschied gegen dieselbe, und zugleich eine gewisse 
Menge Energie nach allen Richtungen des Raumes ausstrahlt, 
die er der primären Welle entzieht (§ 115). Kehren wir nun 
den ganzen Vorgang plötzlich um, so wird die primäre Welle 
den umgekehrten Weg gehen; beim Passieren des Oszillators 
nimmt sie die früher an ihn abgegebene Energie wieder von 
ihm zurück, und dadurch wird, obwohl der Oszillator gleich- 
zeitig von der zu ihm zurückkehrenden Kugelwelle gespeist 
wird, und obwohl er jetzt gar keine Energie mehr durch 
Emission verliert, dennoch seine Energie beständig verkleinert, 
bis sie zuletzt Null wird, indem f und f beide verschwinden. 
Wir haben hier also den Fall, daß eine primäre Welle einem 
Oszillator, auf den sie fällt, die gesamte Schwingungsenergie 
vollständig entzieht. 

§ 174. Die letzten Beispiele umgekehrt verlaufender elektro- 
dynamischer Strahlungsvorgänge machen es besonders deutlich, 
daß hier von einer Gültigkeit der Gesetze der Wärmestrahlung, 
insbesondere von einer steten Vermehrung der Entropie, nicht 
die Rede sein kann, und wir kommen daher wieder auf den 
schon im vorigen Abschnitt gezogenen Schluß zurück, daß eine 
Ableitung jener Gesetze aus der reinen Elektrodynamik nicht er- 
folgen kann ohne besondere Hypothesen, deren Inhalt auf eine 
Einschränkung der elektrodynamischen Möglichkeiten hinaus- 
läuft. Man erkennt aber auch sogleich, daß die zuletzt be- 
schriebenen, vom Standpunkt der Thermodjmamik ganz un- 



Ein Össmäedor in beliMgem Strafdung^feld» 



187 



Terständlichen Yorgänge nur durcli eine besoiidere ßigen* 
tümlichkeit der den Oszillator erregenden Wellen zustande 
kommen. Die bei der Umkehrung eines StrahlungsTorganges 
Yon verschiedenen Seiten auf den Oszillator fallenden Strahlen 
sind nämlich in ganz spezieller Weise abhängig von der Vor* 
geechtchte des Oszillators nnd dadurch auch abhängig Yon- 
einander. Würde man nur solche Strahlungsvorgänge als mög* 
lieh zulassen, bei denen die von verschiedenen Seiten auf den 
Oszillator fallenden Strahlen keinerlei gesetzmäßige Beziehungen 
zueinander aufweisen, so könnte ein derartiger umgekehrter 
Vorgang gar nicht zustande kommen, und die Irreversibilität 
der Strahl ungsvorgänge , erschiene wenigstens nicht von vorn- 
herein ansgaschlossen. Eine solche Beschränkung in den Eigen- 
schaften der auffallenden Strahlung ist nun enthalten in der 
Hypothese der ,, natürlichen Strahlung**, von der in den nächsten 
Kapiteln gezeigt werden soll, daß sie in der Tat die Gültigkeit 
des zvreiten Hauptsatzes der Thermodynamik auch für strahlende 
Energie gewäMeistet* 

Zweites Kapitel. Ein Oszillator in lieliebigem Strahl ungsfelde, 
Hypothese der natürlichen Strahlung. 

§ 175.. Wir behandein jetzt genau die nämliche Aufgabe 
wie im 3, Kapitel des dritten Abschnitts , nur unter der alU 
gemeineren Voraussetzung p daß das Vakuum, in dem sich der 
Oszillator befindet^ nicht von gleichmäßiger stationärer Strahlung^ 
sondern von örtlich und zeitlich beliebig veränderlichen Strahlen 
erfllllt ifit, die nach allen möglichen ßichtnngen den Raum 
durchkreuzen. 

Sei wieder /*(i) das Moment des von dem linearen Oszillator 
znv Zeit t dargestellten elektrischen Dipols, ^^{i) die in die 
Richtung der Oszillatorachse fallende Komponente der Feld- 
stärke des elektromagnetischen Feldes, wdches von den im 
Vakuum sich fortpflanzenden Wellen am Orte des Oszillators 
gebildet wird, so ist die Schwingung des Oszillators bestimmt 
durch seinen Anfangszustand {ftlr t = ü) und durch die Diffe- 
rentialgleichung (172). 

Wir beschränken von vornherein die ganze Betrachtung auf 
ein begrenztes, wenn auch sehr großes, nötigenfalls nach Jahren 
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zählendes ZeitinterYall, etwa you i ^ bis t = T. Dedo läßt sich 
flie Funktion ^J^i\ für dieses Zeitintervall jedenfalls folgendermaßeii 



schreiben : 

(278) 



Ol 



wobei Cv (positiv) und i^,, gewisse Funktionen der positiven 
Integrationsvariabein v bedeuten j deren Werte übrigens dnrch 
das Verhalten der Größe ffi^ in dem genannten Zeitintervall be- 
kanntlich noch nicht bestimmt sindj sondern außerdem noch von 
der Art abhängen, wie die Zeitfunktion S^ über jenes Intervall 
hinaus nach beiden Seiten fortgesetzt wird. Daher besitzen die 
Größen C^ und iS-^ einzeln gar keine bestimmte physikalische 
Bedeutang, und es wäre auch ganz unrichtig, wenn man die 
Schwingung S^ sich etwa als ein kontinuierliches Spektrum von 
periodischen Schwingungen mit den konstauten Amplituden Cy 
vorstellen würde, wie man übrigens auch schon daraus erkennt, 
dab der Charakter der Schwingung g^ sich ja im Laufe der 
Zeit beliebig ändern kann. Wie die spektrale Zerlegung der 
Schwingung S^ vorzunehmen ist^ und zu welchen Resultaten sie 
führt, wird unten im § 180 gezeigt werden. 

Wir wollen das Zeitintervall T so groß wählen, daß nicht 
nur v^ T, sondern auch av^T durch eine große Zahl ausgedrückt 
wird, und wollen im folgenden immer nur solche zwiachen und T 
gelegene Zeiten t betrachten, für welche av^t, und um so 
mehr v^ t^ große Werte hat. Diese Festsetzung gewährt nämlich 
den Vorteil, daß wir dann von dem Änfangszustand des Oszillators 
[für i = 0) ganz absehen können, weil derselbe sich zur Zeit t 
nur mit einem Gliede von der Größenordnung e"<'»^o< geltend 
macht und daher dann keinen merklichen Einäuß auf den Zu- 
stand mehr ausübt. 

Unter den gemachten Voraussetzungen ergibt sich für 
irgendeine erregende Schwingung g. als allgemeine Lösung der 
Schwingungsgleichung (172), wie leicht durch Vergleich mit (174) 
zu verifizieren: 

(279) m = l'e^/'**' • § ■ «^° /v ■ coa (2 n W - *, - ;',) , 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 



(260) 
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Vm. Y^ eiBdetttig zu machen « wollen wir noch festsetzen, 

daB y^ zwischen und jt liegt 

ain f 
Da (T klein ist, so weicht — 3-^ nur dann merklich von Null 

ab, wenn vjv^ nahezu =1, d» k es tragen nur diejenigen Glieder 
des FouBiER sehen Integrals merklich zur Resonanzerregung bei, 
deren Index v der Eigen echwingmjg %f^ des Oszillators nahe liegt. 
Man kann daher in vielen Fällen hinter dem Integralzeichen v 
durch v^ eraetzen, wovon wir im folgenden öfters Gebrauch 
machen werden. 

§ 176* Die „Intensität der erregenden Schwingung"^ 1/ ak 
Funktion der Zeit i definieren wir als den Mittelwert von ©^ 
in dem Zeitintervall von i bis i + r, wobei r mögliebst klein ge- 
nommen ist gegen die Zeit f, aber immer noch groß gegen die 
Zeit \jv^ d* b. gegen die Zeitdauer einer Eigenschwingung deB 
Oszillators* In dieser Festsetsung Hegt eine gewisse Unbestimmt- 
heit, welche bewirkt^ daß im allgemeinen / nicht nur von i^ 
sondern auch von r abhängig bleiben wird» Wenn dies der Fall 
ist; kann man von einer Intensität der erregenden Schwingung 
überhaupt nicht reden; denn es gebort mit zum Begriff der 
Schwingungsintensität, daß ihr Betrag sich innerhalb der Zeit- 
dauer einer einzelnen Schwingung nur unmerklich ändert (vgL 
oben § 3)» Daher wollen wir künftig nur solche Vorgänge in 
Betracht ziehen, bei denen unter den angegebenen Bedingungen 
ein nur von t abhängiger Mittelwert von ffif existiert. Die später 
vorzunehmende weitere Beschränkung auf den Fall der „nattlr- 
hchen Strahlung'* wird zugleich auch die Erfüllung der hier als 
notwendig erkannten Bedingung enthalten. Um ihr in mathe- 
matischer Hinsicht zu genügen, wollen wir zunächst annehmen, 
daß die Größen Oy in (278) für alle diejenigen Werte von v un- 
merklich klein sind, welche gegen v^ verschwinden, oder, anders 
atisgedrückt, daß in der erregenden Schwingung ß^ keine ganz 
langsamen Perioden von merkUcher Amplitude enthalten sind. 

Zur Berechnung von J bilden wir nun aus (278) den Wert 
von E/ und bestimmen den Mittelwert ®l dieser Größe durch 
Integration nach i von i bis ( + t, Division durch x und Übergang 



* nicht zu verweehaeln mit der „FeldintensiUtl" (Feldstärke) @, der 
erregenden Schwingung* 
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zur Grenze durch gehörige Verkleinerung von r. Es ergibt sich 
so zunächst: 

00 

Vertauscht man die Werte von v und v', so ändert sich die 
Funktion unter dem Integralzeichen nicht; daher setzen wir fest: 

v' >v 
und schreiben: 

®/= 2 Cfdv'dvCyfCyC0s{2nv't - &^^)cos{2nvt - &^) 
oder: 

(Si^^fjdv'dv Cy^ Cy{cos[2n{v' - v)t - *,. + *,] 

+ COS [2n(v' + v)t^ *^. - *^]}. 
Folglich: 

"^ n(y' + y)T r 

Da nach der oben gemachten Voraussetzung alle diejenigen 
Cy unmerklich klein sind, für welche v gegen Vq verschwindet, 
so kann man in dem vorstehenden Ausdruck Vj und um so mehr p\ 
als von gleicher oder höherer Größenordnung wie Vq annehmen. 
Lassen wir nun r immer kleiner werden, so ist vermöge der 
Bedingung, daß Vq r groß bleibt, der Nenner [v' + v)r des zweiten 
Bruches jedenfalls groß, während der des ersten Bruches, 
{v' — i')t, mit abnehmendem r unter jeden endlichen Betrag 
herabsinken kann. Daher reduziert sich das Integral ftLr ge- 
nügend kleine Werte von v' — v auf: 

ffdv'dv Cy^ Cy cos [2n{v' ^p)t^&^, + »^-j , 

also in der Tat unabhängig von r. Die übrigen Glieder des 
Doppelintegrals, welche größeren Werten von v' — r, d. h. 
schnelleren Änderungen mit der Zeit entsprechen, hängen im 
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allgemeiaen too r ab und müssen daher Terschwindenj wenn die 

Intensität J nicht von r abhängen soll Daher ist in unserem 
Falle, wenn man noch 

als zweite Integrationavariable statt v' einführt: 



oder: 



J=fj'dfjtdp€^ + f,C,coB{2n^tt--ß^,^^ + &,) (281) 



J = ( df.t[Äf,^in2n ^i + B^ cos 2np^i), 
wobei: 

j1^ = Jdf? Cr + ^ Cr sin (»^^ + ^, — *^) 

B^— I e? V CV + ^ C^ cos [&^ + ^ — i^-,,) . 



(282) 



Hierdurch ist die Intensität J der erregenden Schwingung, 
falls flie überhaupt existiert^ als Funktion der Zeit t in der Form 
eines Foükiee sehen Integrals dargestellt 

§ 177« Schon in dem Begriff der Schwingungßintensität / 
liegt die Voraussetzung enthalten, daß diese Größe mit der Zeit i 
Tiel langsamer variiert als die Schwingung ®^ selber. Dasselbe 
folgt aus der Berechnung von J im vorigen Paragraphen, Denn 
dort ist für alle in Betracht kommenden Werteupaare von C^ 
und C^f vr und *^' r groß, dagegen [v' ^ v)t klein; folglich 
a fortiori 

-■^-^ = ^klein, (283) 

und demgemäß sind die Foubier sehen Integrale (f^ in (278) 
und J in (282) in ganz verschiedener Weise mit der Zeit ver- 
änderlich. Wir werden daher im folgenden in bezug auf die 
Abhängigkeit von der Zeit zwei verschiedenartig veränderliche 
Arten von Größen zu unterscheiden haben i schnell veränderliche 
Größen, wie(£^ und das mitS, durch die Differentialgleichung (172) 
verbundene f, und langsam TeränderHche Größen, wie J und 
ebenso auch U^ die Energie des OszillatorSt deren Wert wir im 
nächsten Paragraphen berechnen wollen. Doch ist dieser Unter- 
Bchied in der zeitlichen Veränderlichkeit der genannten Größen 
nur ein relativer, da der absolute Wert des Differentialquotienten 
von J nach der Zeit von der Größe der Zeiteinheit abhängt und 
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iTTti ^ÄLCi'fte WaL: derselben beliebig groß gemacht werden 
ciZLz. ¥az 15: diLer nicht berechtigt, J(/) oder ü(€^ schlechthin 
a15 Lk2«iz: Terizderliche Funktionen Ton / zn bezeichnen. Wenn 
▼IT diese Aiiädncksveise der E&rze halber in der Folge dennoch 
jjivfzieii. 50 ««iiiefct das stets im relativen Sinne, n&mlich 
an: Sexuz *:i: das abweichende Verhalten der Funktionen ® {t) 
coer "' : . 

Was zss ab*r die Abhängigkeit der Phasenkonstante &^ von 
inKii Index r anbetrift. so besitzt diese notwendig die Eigen- 
jcha:: der schnellen Veränderlichkeit im absoluten Sinne, Denn 
v.C'wviI a klein ist gegen r. ist doch die Differenz d-^^^ — ^^ 
131 alli^rseinen nicht klein, weil sonst die Größen A^, und B^ in 
::>:J ÄU <pe^elle Werte erhalten würden, und daraus folgt, daß 
,c t**'. o r • r durch eine große Zahl dargestellt wird. Hieran 
äiivi^^r: duoh ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine Verlegung 
des Ar.tÄrg^punktes der Zeit nichts Wesentliches. 

Pio sciinelle Veränderlichkeit der Größen &^ und ebenso C^ 
mit r ist also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung für 
die Fjcistouz einer bestimmten Schwingungsintensitat J, oder mit 
Hudon?n Worten: für die Möglichkeit der Einteilung der von der 
Zoit abhängigen Großen in schnell veränderliche und in langsam 
veränderlioho — einer Einteilung, die auch in anderen physi- 
kalisohon Theorien häutig gemacht wird und auf welche sich alle 
folgiMuion Untersuchungen gründen. 

J{ 17S, Die im vorstehenden eingeführte Unterscheidung 
«»isohou schnell veninderlichen und langsam veränderlichen 
ItW^ßiMi ist in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig, 
\s\>\\ wir im folgenden nur die langsame Abhängigkeit von der 
/oit als direkt meßbar annehmen wollen. Damit nähern wir 
uiiM ol)on dtMi in der Optik und in der Wärmestrahlung tat- 
HlW'iilioii Htattfindonden Verhältnissen. Unsere Aufgabe wird 
(Itinii darin i)ostohon, Beziehungen ausschließlich zwischen lang- 
nain vtH'iliulorlichon Größen aufzustellen; denn diese allein sind 
oM. w(«l(*h(' mit den Ergebnissen der Erfahrung verglichen 
\Mtrtl(Mi k^hiiion. Wir bestimmen daher nun zunächst die 
\\^^^\K^ iWv wirhtigHten hier in Betracht kommenden langsam 
v(t|iiiiiliM-lirhtwi (h*ößen, nämlich die Energie des Oszillators 
Hiiil il»ii n<'tniK (Inr vom Oszillator emittierten und absorbierten 
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Die Energie das Os^illatorSj die in (142] ausgedrückt 
ist, besteht aus zwei Teilen; der potentiellen Energie und der 
kinetischen Energicp Da wegen der kleinen Dämpfung der 
Mittelwert dieser beiden Energiearten jedenfalls der nämliche 
ist; d. h« 



^^'M^i' 



(284) 



wie sich übrigens auch direkt aus (168) und (279) ableiten läßt, 
80 können wir auch schreiben: 



Ü^Kf, 



(285) 



indem wir mit /** den Mittelwert von /"' in dem Zeitintervall 
von t bis ^ + T bezeichnen. Dieser Mittelwert berechnet sich 
nach (279) genau in der nämlichen Weise wie der von ffij in 

§ 176, nur daß hier ^^^^^^ statt 0„ und *, + y. statt *, 

zu setzen ist Wir erhalten daher analog (281) mit Eücksicht 
auf den Wert von JT in (168); 






(286) 



Hierbei ist davon Gebrauch gemacht, daß ^ kein ist gegen v, 
und daß in dem Integral nur diejenigen Glieder merklich in 
Betracht kommen, für welche v nahe gleich v^. 
Statt dessen kann man schreiben; 



JJ =t CdpL (a^ Eiu2n fit + b^C0E2n fit) f 



wobei; 



. (287) 



Ebenso wie Cy und &yt so ist auch y^^ wie man ans (280] 
erkennt, im absoluten Sinne schnell veränderlich mit t^ Man 
darf daher, obwohl li klein ist gegen v, den Winkel Xf+^ nicht 
etwa annähernd gleich y^ setzen^ nämlich dann nicht, wenn ^ 
von gleicher oder sogar höherer Größenordnung ist, wie ev^, 

^ASiCM^ WtrmeBtndiluiig. ^^ 
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§ 179. Der Betrag der vom Oszillator in der Zeit dt 
emittierten Energie, als einer ,,kng8fti^ yeränderlichen'^ Größe, 
ergibt sich aus der Gleichung (151) zu: 

oder nach (279), durch Bildung des Mittelwertes in derselben 
Weise wie oben: 

also durch Vergleich mit (286): 

(288) ^iav^Udt. 

Die in einem Zeitelement vom Oszillator emittierte 
Energie ist proportional der Energie des Oszillators^ 
ferner seiner Schwingungszahl und seinem logarith- 
mischen Dekrement 

Der Betrag der vom Oszillator in der Zeit dt absorbierten 
Energie» als einer „langsam yeränderlichen'^ Größe, läßt sich 
entweder aus (170) berechnen durch die Bildung des Mittel- 
wertes von g^ f -^ J mit Hilfe der bekannten Ausdrücke für (S^ 

und f^ oder auch direkt aus einer Anwendung des Prinzips der 

Erhaltung der Energie, welche besi^, daß die im Zeitelement d t 

vom Oszillator absorbierte Energie gleich ist der Summe der 

in dem Zeitelement erfolgten Energiezunahme und der emittierten 

Energie: 

289) ^ di^dü+2(TVQÜdt. 

Setzt man hierin für U den in (287) gegebenen Wert, so 
ergibt sich für die in der Zeit dt vom Oszillator absor- 
bierte Energie der Wert: 



(290) 



dt> jdfi {af/sin2n fit + b^/ C092n fit), 

wobei: 

a^' =^2GVQa^^2nfib^y 
6/ = 2(Tv^bf, + 2nfia^. 
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Diese Großen wollen wir nun mit der Intensität der er- 
regenden Scbwmgung in eine allgemeine Beziehung bringen, 
wobei immer festzuhalten istj daß daa Verhältnis ^ : <r v^ beliebig 
große und kleine Werte annehmen kann. 

§ 180- Von den bisher in unseren Gleichungen auf- 
tretenden Knergiegroßen dürfen wir als direkt meßbar ansehen 
nur die Intensität J der erregenden Schwingung und die 
Energie U des Oszillators. Dieselben stehen aber im all- 
gemeinen in keinem einfachen Zusammenhang miteiuanderj da 
die Energie des Oszillators nicht allein von der Gesamt- 
intensität J der erregenden Schwingung ®^p sondern noch von 
spezielleren Kigentümlichkeiten, nämlich von den spektralen 
Eigenschaften dieser Schwingung abhängt* Man kann nun offen- 
bar die Eigenschaften einer bestimmten erregenden Schwingung 
dadurch weiter verfolgen, daß man die zu untersuchende Schwin- 
gung auf verschiedene Resonatoren wirken läßt und die Energie 
mißt, welche ein Jeder Resonator einzeln unter dem Einfluß 
derselben erregenden Schwingung annimmt Es ist dies ganz 
die nämliche Methode, welche in der Akustik zur Analyse eines 
Klanges angewendet wird. 

Hierauf gründen wir unsere Detinition der in der Gesamt- 
intensität / enthaltenen Intensität % einer bestimmten 
Schwingungazahl p. Wir setzen nämlich: 



y=> 



dv 



(291) 



nud definieren 3,, eine „langsam veränderliche*' Funktion der 
beiden Variabein v und ij durch die Energie, welche ein Reso- 
nator mit der Schwingungszahl v unter dem Einfluß der er- 
regenden Schwingung (E^ annimmt Den Resonator nehmen wir 
der Einfachheit halber von der gleichen Beschaffenheit an wie 
den bis jetzt betrachteten Oszillator* 

Doch ist hier noch ein wichtiger Punkt zu erledigen* Da 
niüPQlich die Energie eines von der Schwingung ©^ erregten 
Resonators nicht allein von seiner Eigenschwingung, sondern 
außerdem auch von seiner Dämpfung abhängt, so ist noch auf 
eine geeignete Wahl der Dämpfungskonstanten des zur Messung 
der Intensität % benutzten Resonators Rücksicht zu nehmen. 
Damit der Resonator auf eine bestimmte Schwingungszahl und 

13* 
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nicht etwa auf ein endliches Intervall von Schwingungszahlen 
merklich reagiert, muß sein Dämpfungsdekrement klein sein. 
Es darf aber auch andererseits nicht allzu klein genommen 
werden; denn ein Resonator mit sehr kleiner Dämpfung braucht 
sehr lange Zeit zum Abklingen, und ein solcher Resonator 
würde den Zweck, durch sein Mitschwingen jederzeit eine gleich- 
zeitige Eigenschaft der ihn erregenden, im allgemeinen mit der 
Zeit veränderlichen Schwingung anzugeben, nicht erfüllen, da 
seine Energie nicht von der gleichzeitigen Beschaffenheit, 
sondern zugleich auch von der Vorgeschichte der erregenden 
Schwingung abhängen würde. Die Energie des Resonators 
würde also nicht die Intensität 3^ selber, sondern einen ge- 
wissen, über einen größeren Zeitraum erstreckten Mittelwert 
dieser Größe zum Ausdruck bringen. 

Um diesen Umstand zu berücksichtigen, wählen wir das 
logarithmische Dekrement () aller zur Analyse der erregenden 
Schwingung ffi, benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1, 
machen aber doch ()v groß gegen alle ^ was stets möglich ist, 
da nach (283) fA klein ist gegen v. Dann ist der Zustand eines 
analysierenden Resonators, z. B. desjenigen mit der Schwingungs- 
zahl Vq, vollständig bestimmt durch die gleichzeitige Beschaffen- 
heit der erregenden Schwingung, und man kann sagen, daß der 
Resonator alle Intensitätsschwankungen der erregenden Schwin- 
gung momentan anzeigt In der Tat ersieht man z. B. leicht 
aus (290), wenn man darin g statt o- setzt, daß die Glieder mit 
dem Faktor fi gegen die Glieder mit dem Faktor ov^ ver- 
schwinden und daß dadurch die vom Resonator absorbierte 
Energie proportional wird seiner augenblicklichen Energie Z7, 
was nur dann möglich ist, wenn der Zustand des Resonators 
nur von der gleichzeitigen Beschaffenheit der erregenden 
Schwingung abhängt 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge- 
samtintensität J der erregenden Schwingung enthaltene In- 
tensität der Schwingungszahl tr^, die wir kurz mit 3o bezeichnen 
wollen, nach (286) als Funktion der Zeit gegeben durch: 

cos{2 n fit — &^^^ + &^). 
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Hier ist Xq ein von v^ abhängiger, sogleich zu bestimmender 
Proportionalitätsfaktor; der Winkel S^ geht aus y^ in (280) her- 
vor, wenn man darin g statt a setzt, iJso: 

ctgj,= ^^oCV-»-') (292) 

und Sy+f^ ist ^ Sy gesetzt, da fi klein ist gegen qpq. Der 
Proportionalitätsfaktor x^ bestimmt sich aus der Bedingung (291). 
Schreibt man nämlich diese Bedingung nach (281) in der Form: 



JJdfi dv Cy + ^ CyC0H{2nfit - *, + ^+ *J = Jg^ dv^, 



so folgt aus dem soeben ftLr ^^ gefundenen Ausdruck, da fA 
und V nicht von v^ abhängen: 



-p 







3c«Xo 



ö 16 n« Q p* 

u 

oder nach (292): 



' sin* ^y , 



3c» 



9 ,^„. V(V->-y 



Da nun (> klein ist gegen 1, so braucht man nur diejenigen 
Werte der Funktion unter dem Integralzeichen zu berück- 
sichtigen, fOr welche Vq nahe = v ist, und erhält so ganz ähn- 
lich wie in § 122: 



1671» y» 
8 



n*p* _ r , x^ 1 



Q*r* 



wenn x den Wert von x^ für f o = v bedeutet Daraus er- 



gibt sich: 



82n«V 



wobei: 



^0- 3c» 
Daher ist die Intensität S^ der Schwingungszahl v^: 

3^ =:^ Jdfi{U^^sin2 n fit + ^;,cos2n fit), 






(293) 
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Im allgemeinen werden die Werte von 8^ und 35^ noch 
von Q abhängig sein. In diesem Falle kann man von einer 
Intensität der Schwingongszahl p^ in bestimmtem Sinne gar 
nicht reden. Wir wollen nun für das Folgende die Voraus- 
setzung machen, daß eine jede Schwingungszahl v eine ganz 
bestimmte, mit der Zeit ^^angsam veränderliche'' Schwingungs- 
intensität 3^ besitzt, unabhängig von der zu ihrer Messung 
dienenden Größe q. Dann ist zugleich auch die schon in § 176 
eingeführte Bedingung erfüllt, daß eine Gesamtintensität 



^f%dv 



der erregenden Schwingung (S^ existiert. Auf die Frage, wes- 
halb und inwieweit diese Annahme, welche übrigens in der 
Wärme- und Lichtstrahlung bisher tatsächlich stets gemacht 
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soll hier nicht näher 
eingegangen werden. 

§ 181. Wir haben jetzt die erregende Schwingung (£,, die 
zu den „schnell veränderlichen'' und daher nicht direkt meß- 
baren Größen gehört, so weit analysiert, daß wir ihre Ge- 
samtintensität J zu jeder Zeit in eine Reihe von meßbaren 
Größen zerlegt haben: den Intensitäten % der verschiedenen 
Schwingungszahlen v. Weitere Mittel, um „langsam veränder- 
liche" Eigenschaften von S^ abzuleiten, besitzen wir nicht; die 
Methoden der Analyse sind also hiermit erschöpft WaB wir 
durch sie von der schnell veränderlichen Schwingung S^ kennen 
gelernt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent- 
haltenen Mannigfaltigkeit von Eigenschaften nur äußerst wenig. 
Die Funktionen Cy und &^ selber, in ihrer Abhängigkeit von v, 
sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes gänz- 
lich unbekannt 

Stellen wir nun zunächst dasjenige zusammen, was wir 
durch Messung der Intensität ^^ der Schwingungszahl v^, als 
einer langsam veränderlichen Funktion der Zeit t, über die 
schnell veränderlichen Größen Cy und &y erfahren können. Als 
meßbar haben wir in (293) die Größen Sl^ und 33® zu betrachten, 
für alle Werte von jn. Setzen wir nun: 

(2941 f ^'"■'^ ^-«^^('^- + '* - ^^'^ = K + t» 
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wobei I und 17 schnell veränderliche Funktionen von v and fi 
sind, 80 folgt aas (293): 

Nan ist mit Rücksicht auf (292): 

' sin* d. 



Folglich: 
Ebenso: 



« r am' ö, 
sin* d^ 






dv^O, 



17— -^di/ = 0. 



sin d 
Da — für alle Werte von v verschwindet, deren Ver- 

hältnis zu Vq nicht nahe gleich 1 ist, so stellt die Größe 9^ 
in (294) den langsam veränderlichen Mittelwert der schnell 
veränderlichen Größe Cy+^Cr sin (^^ + ^ — &y) für v nahe gleich v^ 
vor, und ebenso 93^ den entsprechenden Mittelwert der schnell 
veränderlichen Größe (7^ + ^ C^cos(i9-y + ^ — d-^).^ 

Kehren wir nun zu der Untersuchung des Oszillators mit 
der Schwingungszahl Vq und dem Dämpfungsdekrement (t zurück, 
so ist zunächst von vornherein einleuchtend, daß zur Berechnung 
des Einflusses, welchen die erregende Schwingung @^ auf den 
Oszillator ausübt, die Kenntnis der Mittelwerte 0^ und 93^ im 
allgemeinen noch nicht genügt^ sondern daß dazu die Größen Cy 
und 19-^ selber bekannt sein müssen. In der Tat ersieht man 
aus dem in (287) abgeleiteten Ausdruck der Energie U des 
Oszillators, daß diese erst dann genau berechnet werden kann, 
wenn man die Werte von Cy + f^Cy sin iß-y + fi^ &p) und von 
Gy^fsCyCOQ{&y + ^'' &y) Ült jcdcu Wert von v anzugeben ver- 
mag, für den v:Vq nahe gleich 1 ist Mit anderen Worten: die 



^ Man könnte auch sehr viel einfacher die Intensität 3^ einer be- 
stimmten Schwingongszahl p dorch die genannten Mittelwerte definieren, 
indem man das f&r die Gesamtintensität J aufgestellte Integral (281) ein- 
fach in der Form der Gleichung (291) schreibt und daraus die Werte 2i 
und )6 ableitet Dann geht aber die hier benutzte physikalische Bedeutung 
der Definition verloren. 
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in der erregenden Schwingung enthaltene Intensität 3o ^^^ 
Schwingungszahl v^, auch wenn sie für alle Zeiten bekannt ist, 
bestimmt im allgemeinen noch nicht die Energie ü des von der 
Schwingung getroffenen Oszillators. 

Somit bleibt nichts anderes übrig, als entweder auf die 
EonstatieruDg eines allgemeinen Zusammenhangs der Größen U 
und ^Q überhaupt zu verzichten, was aber den Ergebnissen aller 
Erfahrung zuwiderlaufen würde, oder mittels einer neu einzu- 
führenden Hypothese die vorhandene Kluft zu überbrücken. 
Die physikalischen Tatsachen entscheiden für die zweite Alter- 
native. 

Die Hypothese, welche wir jetzt als die nächstliegende und 
wohl einzig mögliche einführen und für alles folgende beibehalten 
wollen, besteht in der Annahme, daß bei der Berechnung von U 
aus der Gleichung (287) in den Integralen, welche die Werte der 
Koeffizienten a^ und 6^ angeben, für die schnell veränderlichen 
Größen Cv + ^ Cv8in(i^y + ^ — t^-^) und Cv + ^ C>cos(i9-y + ^ — i?,,) 
— die einzigen von Cy und &y abhängigen Größen, die in diesen 
Integralen vorkommen — ohne merklichen Fehler ihre langsam 
veränderlichen Mittelwerte 91^ und 93^ gesetzt werden können. 
Damit erhält dann die Aufgabe, U aus ^^ zu berechnen, eine 
ganz bestimmte, durch Messungen zu verifizierende Lösung. Um 
aber auszudrücken, daß die hier abzuleitenden Gesetze nicht für 
jede Art Schwingungen, sondern nur mit Ausschließung gewisser 
besonderer Einzelfälle gelten, wollen wir jede Art Strahlung, auf 
welche die hier eingeführte Hypothese paßt, als „natürliche'* 
Strahlung bezeichnen. Dieser Name empfiehlt sich deshalb, weil, 
wie sich im nächsten Kapitel zeigen wird, der so charakterisierten 
Strahlung gerade die Eigenschaften der Wärmestrahlung zu- 
kommen. 

Man kann den Begriff der natürlichen Strahlung noch an- 
schaulicher, aber weniger direkt, als oben geschehen, auch dahin 
fassen, daß bei ihr die Abweichungen der unmeßbaren schnell 
veränderlichen Größen Cy + f,CySiu[t%^^^&y) usw. von ihren 
meßbaren langsam veränderlichen Mittelwerten 9^ usw. gänzlich 
unregelmäßig sind, entsprechend der „elementaren Unordnung" 
(§ 132). 

§ 183. Gemäß der im vorigen Paragraphen eingeführten 
Hypothese ergibt sich aus der Gleichung (287): 



Mn Oszillator in beliebigem Stratdungsfelde 201 



8 < 
16 1 



oder: 



^^Jdv -, 

(«• cos {y,^^-y,) + »;; sin (y, + ^ - Yr)) , 

(»• cos(y, + ^ - Yr) - 3Ii8inö', + ^ - y,)) , 



'STW« + »;iÄ' 



wobei: 



00 

/Bin r. . „ sin y 



^»/«^.^'•J^'sinö',,,-,,). 



Nun ergibt sich mit Berücksichtigung der in (280) gegebenen 
Werte von ctgy„ und ctgy^^^ durch elementare Rechnungen, 
wobei besonders zu beachten ist, daß a klein ist und daß fi 
im allgemeinen von derselben Größenordnung ist wie av^: 



1 



2V ^^^.^ 



ff'»»' 



ß= ^ L^- 



(T'K 



Folglich, wenn man daraus a^ und 6^ berechnet und die so 
erhaltenen Werte in (290) einsetzt: 

Die in der Zeit dt vom Oszillator absorbierte Energie ist also 
nach (290): 
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oder nach (293): 

Die in einemZeitelement vom Oszillator absorbierte 
Energie ist proportional der in der erregenden Schwin- 
gung enthaltenen Intensität seiner Eigenperiode, ferner 
seinem logarithmischen Dekrement und dem Kubus der 
Lichtgeschwindigkeit, und umgekehrt proportional der 
Schwingungszahl. 

Bei der natürlichen Strahlung wird also stets positive 
Energie absorbiert, was im allgemeinen, wie schon in der § 1 1 1 
gemachten Bemerkung betont wurde ^ nicht der Fall zu sein 
braucht 

Durch Substitution des Wertes der absorbierten Energie in 
(289) erhält man schließlich die Fundamentalgleichung der ent- 
wickelten Theorie: 

oder: 

(296) ^ + 2..„C. = ^3o. 

Diese Differentialgleichung kann zur Berechnung der Energie U 
des Oszillators benutzt werden, wenn die seiner Schwingungs- 
zahl Vq entsprechende Intensität ^^ der erregenden Schwingung 
als Funktion der Zeit gegeben ist Da die Funktionen £7(4 
und 3o(/) hier nicht mehr durch FoüRiEBSche Integrale dar- 
gestellt zu werden brauchen, so können wir von jetzt ab auch 
die früher in § 175 eingeführte Beschränkung in bezug auf das 
betrachtete Zeitintervall wieder aufheben, und diese und die 
folgenden Gleichungen als für alle positiven und negativen 
Zeiten gültig ansehen. 

Die allgemeine Lösung der Dififerentialgleichung (296) ist: 

t 

Für konstantes So ^^^ man: 
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:i^' ist die Energie des 

.: der erregenden Schwin- 

seiiier Schwingangszahl, 

' ' :40schwindigkeit, und um- 

,'iiadrat der Schwingungs- 

'.«•r Dämpfung. 

.^Jl^'koit der Energie des Oszillators 

'II Schwingung festgestellt haben, 

i!>C' sein, die letztere Größe in 

• tler im umgebenden Felde statt- 

Dics geschieht nach bekannten 

^ iinitt und fbhrt zur Formulierung 

il der Entropie. 



)rittes Kapitel. 

:ie und Vermehrung der Entropie. 

JL'tzt zur Untersuchung der Vorgänge 

umgebenden elektromagnetischen Felde 

iberall im folgenden yon den im Torigen 

nesultaten Gebrauch machen, sclbstTcrständ- 

tttussetzung, daß dabei überall und zu allen 

.:men der natürlichen Strahlung erfüllt sind. 

•rauchen wir künftig nie mehr mit Amplituden 

üi'ii, sondern stets nur mit Intensitäten und 

langsam yeränderlichen^' (im Sinne des § 177) 

: Sinne ist auch die Bedeutung der unten 

üeute und Zeitelemente zu verstehen, nämlich 

unendlich klein sind gegen die Dimensionen 

iiilume und Zeiten, aber immer noch groß 

listen Wellenlängen und Schwingungsdauem. 

iurchstrahlten Vakuums denken wir uns als 

sjiiegelnde Flächen, deren Krümmungsradien 

ile in Betracht kommenden Wellenlängen (§ 2). 

totale Energie ü^ des durchstrahlten Vakuums 

gehörigen Abständen voneinander befindlichen 

atoren der betrachteten Art von der Form: 

r\^j;ü+(udr, (297) 
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wobei U die Energie eines einzelnen Oszillators, ^ die Sommation 
über alle Oszillatoren, und u die Dichte der strahlenden Energie 
im Baumelementeir des Vakuums bezeichnet Da die Oszillatoren 
verschwindend kleine Bäume einnehmen, so ist es gleichgültige 
ob in dem Integral die Integration auch über die von den 
Oszillatoren erfüllten Bäume erstreckt wird oder nicht 

Die räumliche Dichte u der elektromagnetischen Energie in 
einem Paukte des Vakuums ist: 

u = gi^(@I + gj+ gj+ ^+ ^+ $»), 

wo &l, e;, ffil, $J, $y% ^! die Quadrate der Feldstärken be- 
deuten, als „langsam veränderliche'' Größen (§ 177) betrachtet, 
und daher mit dem auf den Mittelwert deutenden Querstrich 
versehen. Da für jeden einzelnen Strahl die mittlere elektrische 
und magnetische Energie gleich sind, kann man immer schreiben : 

(298) w= 4^(^ + e| + el). 

Nun wollen wir die Intensität / = @.' der einen Oszillator 
erregenden Schwingung (§ 176) aus den Intensitäten der den 
Oszillator von allen Seiten treffenden Wärmestrahlen berechnen. 

Zu diesem Zweck müssen wir auch auf die Polarisation der 
den Oszillator treffenden monochromatischen Strahlen Bücksiebt 
nehmen. Fassen wir also zunächst ein Strahlenbündel ins Auge^ 
welches den Oszillator innerhalb eines Elementarkegels trifft, 
dessen Spitze im Oszillator liegt, und dessen Öffnung d Q durch (5) 
gegeben ist, wobei die Polarwinkel & und (p die Bichtung der 
Fortpflanzung der Strahlen bezeichnen, so zerfällt das ganze 
Strahlenbündel in eine Beihe monochromatischer Bündel, von 
denen eines die Hauptwerte der Intensität ff und S' (§ 17) be- 
sitzen möge. Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen die zur 
Hauptintensität ff gehörige Polarisationsebene mit der durch die 
Bichtung des Strahles und die Z-Achse (die Oszillatorachse) ge- 
legten Ebene bildet, mit e», einerlei in welchem Quadranten, 
so läßt sich nach (8) die spezifische Intensität des monochro- 
matischen Bündels zerlegen in die beiden geradlinig und senk- 
recht aufeinander polarisierten Komponenten: 

ff cos* «0 + ff ' sin* oj , 

ff sin* w + ff' cos* 0) , 



I 
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TOü denen die erste iü der durch die Z- Achse gehenden Ebene 
polarisiert ist, da sie fUr cu = gleich ff wird. Diese Kom- 
ponente liefert keinen Beitrag zu dem Werte von 6^ im 
Oszillator^ weil die elektrische Feldstärke eines geradlinig polari- 
sierten Strahles senkrecht steht auf der Folarisationsebene. Es 
bleibt also nur Gbrig die zweite Komponente, deren elektrische 

Feldstärke den Winkel ^ — ^^ mit der Z-Achse bildet Nun ist 

nach dem PoYMTiNa sehen Satze die Intensität eines geradlinig 

polarisierten Strahles im Vakuum gleich ^mal dem mittleren 

Quadrat der elektrischen Feldstärke. Folglich ist das mittlere 
Quadrat der elektrischen Feldstäi^ke des hier betrachteten 
Strahlenbfindels: 

^ (t sin* G> + r cos* üi) dv d Ü 

und das mittlere Quadrat der Komponente davon in der Richtung 

der Z- Achse: 

471 



(Ssin*^ + ffi'cos*üi)sin't9^t/vclß. 



(299) 



Durch Integration über alle Schwingungszahlen und alle Öffnnngs- 
winkel erhalten wir mithin den gesuchten Wert: 

ffiF = ^/siii' * ^ ß fd V {% sin* m, + S; cos* a?,) = /. (300) 

Sind speziell alle Strahlen nnpolarisiert und die Strahlungs- 
intensität nach allen Bichtongen konstant, so ist ff^ — f ; und, dai 

fmn^&dil^ffsin^&d/^d^p = ^, 

und durch Substitution in (298): 

übereinstimmend mit (22) und (24)- 

Nehmen wir nun nach § 180 die spektrale Zerlegung der 
Intensität / vor: 

J^fXdp, 

so ergibt sich durch Vergletchung mit (300) fdr die in der 
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erregenden Schwingung enthaltene Intensität einer bestimmten 
Schwingungszahl p der Wert: 

(301) S, = ^/^^^* ^ ^^ (ft.,8in»(ö^ + ft^'cos«öiJ. 

Da nun 2i mit der Energie U des Oszillators durch die 
Gleichung (296) zusammenhängt^ so ist hiermit die Möglichkeit 
gegeben, die Schwingung des Oszillators zu berechnen, wenn 
die Intensitäten und Polarisationen aller den Oszillator treffen- 
den Strahlen für alle Zeiten bekannt sind. Insbesondere er- 
gibt sich fQr unpolarisierte und nach allen Richtungen gleich- 
mäßige Strahlung: 

und nach (296): 

du , c% TT 2 C* (T ^ 

-77- + 2gvü^ ft. 

dl V 

Der Index kann von jetzt an weggelassen werden. Ist die 
Strahlung auch noch unabhängig von der Zeit, oder der Strahlungs- 
zustand ,,stationär*'y so ist auch Z7 von der Zeit unabhängig und: 

302) CT^-Jä, 

übereinstimmend mit Gleichung (193). 

§ 184. Die ganze in der Zeit di von dem Oszillator ab- 
sorbierte Energie beträgt nach (295): 

oder nach (301): 

di . ^Jf /siii**^ rffl(ff sin»co + «'cos« 01). 

Daher wird yon der in der Richtung {p-^ tf) auf den Oszillator 
fallenden Strahlung in der Zeit di der Energiebetrag: 

rf< . i.^(«8in»(o + r cos«co)8in»t9' rffl 
absorbiert. 

Nun beträgt die spezifische Intensität der in der Richtung 
{fh^ (p) auf den Oszillator fallenden Strahlung^ soweit sie »»ab- 
sorbierbar'^ ist, d. h. die dem Oszillator entsprechende Schwingungek 
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zahl und Polarisation besitzt, nach (299), da der Faktor —^dv dQ 
hier wegzulassen ist: 

(ffi .sin* ö7 + S ' cos' e?) sin* * , (303) 

Daraus ergibt sich der Satz: der absolute Betrag der vom 
Oszillator in der Zeit di absorbierten Energie wird erhalten, 
wenn man die spezifische Intensität der in irgendeiner Rich- 
tung (d-j (f>) auf ihn fallenden absorbierbaren Strahlung mit 

dt * ~ • dÜ (304) 

multipliziert und diesen Ausdruck über alle Eichtungen {&, fp) 
intemert. Der Faktor ' bestimmt also die Breite des vom 

Oszillator aufgefangenen StrahlenbündelSf indem er ein 
Maß liefert fttr das Prodakt ans dem Querschnitt dieses Bündels 
am Orte des Oszillators und seiner Spektralbreite. 

Auf der anderen Seite beträgt die vom Oszillator in der 
Zeit dt nach allen Bichtungen emittierte Energie nach (288): 

dt*2iTvU 
oder, was dasselbe ist: 



4n J 



Da nun die Intensität der vom Oszillator iu der Bichtung 
(i^-, tp) emittierten Strahlung nach (150) unabhängig ist von tp 
und proportional sin^i?^, so beträgt die in der Zeit dt in dieser 
Richtung emittierte Energie; 



dt 



4fi 



Z/sin* f^ dSi 



und die spezifische Intensität der ?om Oszillator in der- 
selben Richtung emittierten Strahlung^ durch Division mit (304): 

-t ■ (305) 

Für den am Schluß des vorigen Paragraphen betrachteten 
^^stationären" Strahlungszustand ist 

g-r und J7=4S- 

Man sieht also, daß im stationären Strahlungsxustand die spezi- 
fiflcbe Intensität (303) der in irgendeiner Richtung auf den 



208 Irreversible Strahlungevorgänge 



Oszillator fallenden absorbierbaren Strahlung gleich ist der 
spezifischen Intensität (305) der in derselben Richtung vom 
Oszillator emittierten Strahlung, wie es sein muß. 

§ 185. Wir wollen nun, als Vorbereitung für die folgenden 
Deduktionen, die Eigenschaften der yerschiedenen den Oszillator 
passierenden Strahlenbündel noch näher ins Auge fassen. Von 
allen Seiten treffen Strahlen auf den Oszillator; betrachten wir 
wieder diejenigen yon ihnen, welche in der Richtung {&f (p\ 
innerhalb des Mementarkegels dSij dessen Spitze im Oszillator 
liegt, auf ihn zulaufen, so können wir sie uns zunächst zerlegt 
denken in ihre monochromatischen Bestandteile, und brauchen 
uns nur mit demjenigen dieser Bestandteile weiter zu beschäftigen, 
welcher der Schwingungszahl v des Oszillators entspricht; denn 
alle übrigen Strahlen streichen über den Oszillator einfach hinweg, 
ohne ihn zu beeinflussen oder von ihm beeinflußt zu werden. 
Die spezifische Intensität des monochromatischen Strahles von 
der Schwingungszahl v ist: 

s + r, 

wenn ^ und ^' die Hauptintensitäten vorstellen. Dieser Strahl 
wird nun je nach den Richtungen seiner Hauptpolarisations- 
ebenen in zwei Komponenten (8) zerlegt 
Die eine Komponente: 

U cos* (o + ^' sin* CO 

geht direkt über den Oszillator hinweg und tritt völlig un- 
geäudert auf der anderen Seite wieder aus; sie liefert also einen 
in der Richtung (d-, tp) innerhalb der Kegelö&ung du vom 
Oszillator ausgehenden geradlinig polarisierten Strahl, dessen 
Polarisationsebene durch die Achse des Oszillators hindurch- 
geht, und dessen Intensität beträgt: 

(306) S cos* (D + W sin* o? = ff". 

Die andere, senkrecht auf der vorigen polarisierte Komponente : 

S sin* CO + ff ' cos* (o 

zerfällt wiederum in zwei Teile: 

(ff sin* a> + ff ' cos* co) cos* & 
und: 

(ff sin* «0 + ff ' cos* ö)) sin* & , 
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von denen der erste ungeändert durch den Oszillator bindurch- 

passiert, der zweite dagegen absorbiert wird. Statt des letEteren 
erscheint aber in der vom Oszillator ausgehenden Strahlung die 
Intensität des emittierten Strahles (305): 



f'CJain"^ 



I 



Diese liefert zusammen mit dem ersten, unverändert gebliebenen 
Teile die gesamte Intensität des vom Oszillator in der Bichtung 
{&, ff) innerhalb des Offnungswinkels dS2 ausgebenden, senkrecht 
auf (306) polarisierten Strahles: 

(fi sha^ G> + g' cos* öj)cos' & + ^ Bin^ {^ = g"' , (307) 

Im ganzen haben wir also schließlich in der Richtung (&j tf) 
innerh^b äß vom Oszillator ausgehend einen aus zwei senk- 
recht zueinander polarisierten Komponenten zusammengesetzten 
Strahl, dessen eine Polarisationsebene durch die Achse des 
Oszillators geht und dessen Hauptintensitäten die Werte ^" 
und S'" besitzen, 

§ 186. Es ist nun leicht, sich Rechenschaft zu geben von 
der Erhaltung der Gesamtenergie des Systems auf Grund der 
lokalen darin stattfindenden Energieänderungen. 

Wenn gar kein Oszillator im Felde vorhanden ist, so behält 
ein jedes der unendlich vielen elementaren Strahlenbündel beim 
geradlinigen Fortschreiten mit seiner spezifischen Intensität auch 
seine Energie nnyerändert bei, auch bei der Reflexion an einer 
als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenzfläche 
des Feldes. 

Jeder Oszillator dagegen bewirkt im allgemeinen eine 

Änderung der ihn treffenden StrahlenbündeL Berechnen wir 

die ganze Energieänderung, die der oben betrachtete Oszillator 

in der Zeit d i in dem ihn umgebenden Felde hervorruft. Dabei 

brauchen wir nur diejenigen monochromatischen Strahlen zu 

berücksichtigen j welche der Schwingungszahl v des Oszillators 

entsprechen, da die übrigen durch ihn gar nicht alteriert werden* 

K In der Richtung (ö-, tf) innerhalb des Elementarkegels du 

I wird der Osxülator von einem irgendwie polarisierten Strahlen - 

I bündel getroflen, dessen Intensität durch die Summe der beiden 

■ Hauptintensitäten fi und S' gegeben ist. Dieses Strahlenbündel 

^^ Flanck, \Värtn«Btrfthltmg. 14 

^ ^ 
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läßt) der Bedeutung des Ausdrucks (304) gem&B, in der Zeit dt 
die Energie: 

auf den Oszillator fallen, und dadurch wird auf der Seite der 
ankommenden Strahlen der nämliche Energiebetrag dem Felde 
entzogen. Auf der anderen Seite geht dafür vom Oszillator in 
derselben Richtung {&, (f) ein in bestimmter Weise polarisiertes 
Strahlenbündel aus, dessen Intensität durch die Summe der 
beiden Hauptintensitäten fi" und &'" gegeben ist. Dadurch wird 
dem umgebenden Felde in der Zeit dt der Energiebetrag 

zugeführt. 

Im ganzen beträgt also die in der Zeit dt eingetretene 
Energieänderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch 
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes yom letzten und Inte- 
gration über dii: 

dt*^^Jdii{!^" + JJ'" - S - ft'). 

Nimmt man dazu die in derselben Zeit eingetretene Energie- 
änderung des Oszillators: 

so verlangt das Prinzip der Erhaltung der Energie, daß die 
Summe der letzten beiden Ausdrücke verschwindet, d. L daß 

(308) ^T + 4^/^^(®" + ®"' - ß - «n = 0, 

und das ist in der Tat der Inhalt der beiden Gleichungen (296) 
und (301), wenn man berücksichtigt, daß nach (306) und (307): 

U" + ®- - a- «' = (^ - S8in»(ö - r cos»(ö) sin«t^. 

§ 187. Wir bilden jetzt, entsprechend der totalen Energie DJ 
in (297), die totale Entropie des betrachteten Systems: 

(309) S.r^^S+Jsdr. 

Die Summation JS ist wieder über alle Oszillatoren, die Inte- 



d&r Enirgü und Vermehrung der Entropie 211 



lier alle Raumelemente dr des durchstrahlten Feldes 
Sj die Entropie eines einzelnen Oszillators, ist 



joii von U gegeben durch (227), und 8, die räumliche 
chte in einem Punkte des Feldes, ist als Funktion 
iitstrahlnngflintensitäten ß und ft ' gegeben durch (131), 
auüg mit (129) und (220). 
riö wollen wir die Änderung berechnen, welche die totale 
fine Sf unseres Systems im Zeitelement dt erleidet. Wir 
jii uns dabei genau an die analoge im yorigen Paragraphen 
diu Energie des Systems durchgeführte Rechnung. 
Venn gar kein Oszillator Torhanden ist, so behält ein jedes 
i.4 Takuum vorhandenen unendlich vielen Strahlenbündel 
füi geradlimgen Fortschreiten zugleich mit seiner spezifischen 
«i^Dsität seiae Entropie unverändert bei, auch bei der Reflexion 
filier als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenz* 
bhe des Feldes. Durch die Strahlungsvorgänge im freien Felde 
also keine Entropieänderung des Systems hervorgerufen 
(vgl § 16'2). Dagegen bewirkt jeder Oszillator im all- 
neüieii eine Entropieänderung der ihn treffenden Strahlen- 
adol. Berechnen wir die ganze Entropieänderung, welche der 
betrachtete Oszillator in der Zeit dt in dem ihn umgeben- 
Felde hervormfL Dabei brauchen wir nur diejenigen 
aochromatischeu Strahlen zu berücksichtigen, welche der 
^wingungszahl p des Oszillators entsprechen, da die übrigen 
ch ihn gar nicht alteriert werden. 
In der Richtung {t% fp), innerhalb des Elementarkegels dii, 
rd der Oszillator von einem irgendwie polarisierten Strahlen- 
bUndel getrofiFeHj dessen Energiestrahlung die Hauptintensitäten ^ 
and St\ und dessen Entropiestrahlung daher die Intensität ß + ß' 
(§ 98} besitzt Dieses Strahlenbündel läßt, der Bedeutung des 
Ausdruckes {304] gemäß, in der Zeit dt die Entropie: 

auf den Oszillator fallen, und dadurch wird auf der Seite der 
ankommenden Strahlen der nämliche Entropiebetrag dem Felde 
entzogen. Auf der anderen Seite geht vom Oszillator in der- 
selben Richtung (&, ip) ein in bestimmter Weise polarisiertes 
Strahleobündel aus^ dessen Energiestrahlung die Hauptinten- 
iitäten $' und W\ und dessen Entropiestrahlung daher die 

14» 
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entsprechende Intensität S" + S'" besitzt. Dadurch wird dem 
umgebenden Felde in der Zeit dt die Entropie: 

zugeführt Im ganzen beträgt also die in der Zeit dt eingetretene 
Entropieänderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch 
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte- 
gration über dSi: 

(310) dt.^^'jdSi[ü" + ß'" - S - SO. 

Nimmt man dazu die in derselben Zeit erfolgte Entropie- 
änderung des Oszillators: 

dS ., dS dU ,, 

• at = • • dt . 

dt du dt ' 

so ergibt sich durch Addition zu (310) und Summation über 
alle Oszillatoren die gesuchte Änderung der totalen Entropie des 
Systems: 

Wir wollen nun weiter den Nachweis führen, daß der Aus- 
druck hinter dem ^-Zeichen stets positiv ist, inbegriffen den 

Grenzfall Null. Zu diesem Zwecke setzen wir für -yj- den in 

at 

(308) gegebenen Wert und erhalten dadurch: 



dSt 
dt 



Es erübrigt jetzt nur noch zu zeigen, daß der eingeklammerte 
Ausdruck für alle beliebigen Werte der positiven Größen U, ^y. 
ff', &, (D positiv ist, wobei nach Gleichung (306): 

(312) ß" = ff cos« ö? + ff' sin» (o 

und nach Gleichung (307): 

ff'" = (ff sin* «0 + ff ' cos* (o) cos» & + ^ sin» & . 
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Setzen mr zur Abkürzung die positive Größe: 

«sin»(o + ft' co8»(o = S + fi' - fi" = S;", (313) 

so ist hiernach: 

«'" = ff;" cos« * + ^ 8in« i9-. (314) 

Wir wollen zunächst das Glied: 

ins Auge fassen, indem wir darin U und folglich auch -^-=- als 

konstant, dagegen ff'" und folglich auch S'" als variabel be- 
trachten. Mit Berücksichtigung yon (229) und (227) ergibt sich 
dann: 

df _ dS^''' dS 
dÄ'" "■ dSt'" du 

dr"» Äfft'" o«g'" ^ 
■*■ Ar« 

Daraus folgt, daß die Funktion /"(ff'") ein einziges Maximum 
besitzt, und zwar für ff'" =z — ü. 

Da nun nach (314) ff"' zwischen ff'J' und — j- liegt, so ist 
jedenfalls: 

AS'")>A«:% 
d.h. 

und um den Beweis dorchzaftthren, genügt es, den Ausdruck: 
oder, was nach (313) dasselbe ist, den Ausdruck: 

(ß" + K) - (s + s') 

als positiv zu erweisen. Hierzu wollen wir setzen: 

ff + ff ' - ff" + ff ;" = © . 

ff" und ff'J' liegen nach (312) und (313) zwischen ff und ff'. 
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Betrachten wir jetzt die Größe: 

2 + 8' « F{«) 

als Funktion von ^ allein, indem wir @ konstant nehmen und 
daher ^' als von S abhängig ansehen, so handelt es sich nur 
noch um das Vorzeichen des Ausdruckes: 

Nun ergibt sich nach (229) durch Differentiation: 

Daraus folgt, daß die Funktion F{!^) ein einziges Maximum be- 
sitzt, und zwar für ff = ß' = -— , und daß sie zu beiden Seiten 
dieses Maximums symmetrisch abfällt Je näher also das 
Argument S dem Werte — kommt, einerlei von welcher Seite 
her, desto größer ivird der Wert von F. 

Nun liegt ff" dem Werte --, welcher das arithmetische 

Mittel sowohl von ff und ff', als auch von ff" und ffi'J' bildet, 
jedenfalls näher als ff, weil ff" und ff'^'' zwischen ff und ff' 
liegen. Folglich ist i^(ff") > i^(ff), und damit ist der Beweis für 
die Vermehrung der Entropie geliefert. 

Jeder der betrachteten Strahlungsvorgänge verläuft also ein- 
seitig in dem Sinne wachsender Entropie, bis mit dem Maximum 
der Entropie auch der stationäre Strahlungszustand erreicht 
wird, welcher durch die Beziehungen charakterisiert ist: 

ff = ff' = ff" = ff'" = ff'" = ?:^. 



Viertes Kapitel. Anwendung auf einen speziellen Fall. Schluß. 

§ 188. Wir wollen noch zur Betrachtung des speziellen 
Falles übergehen, daß das Feld, in welchem der Oszillator liegt, 
sich in einem Zustand stationärer Strahlung befindet, während 
die Schvdngungsenergie des Oszillators anfangs eine ganz be- 
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liebige sein möge. Eine Folge der stationären Strahlung im 
Vakuum ist, daß die auf den Oszillator fallenden Strahlen un- 
polarisiert und nach allen Richtungen gleichmäßig intensiv 
dind, d. h. 

S = S' = ßo = const 

unabhängig von der Zeit und von der Richtung der Strahlung. 
Dann folgt aus (306) und (307): 

r = So » ®'" = «0 cos^ & + ^ sin» & . (315) 



Femer aus (308), da 



/' 



Bin'd- dii = ^ 



Jf + 2<r^Cr-^S„ = 0. (316) 

woraus sich die Schwingungsenergie U des Oszillators bei ge- 
gebenem Anfangswert als Funktion der Zeit t ergibt 

Die totale Entropieänderung des Systems in der Zeit dt 
folgt aus (311), da nur ein einziger Oszillator yorhanden ist, 
und da ß == ß' = ß" = Z^, zu: 

dS,^dS + ^dt.fdQ (ß'" - ßo). (317) 

Hier ist ß'" nach (229) von ft"' und dadurch auch vom Winkel & 
abhängig. 

Wenn nicht nur das den Oszillator umgebende Feld, 
sondern das ganze System sich im stationären Strahlungs- 
zustand befände, so wäre auch ^'" == ^q, und die Energie U 
des Oszillators würde speziell: 

£^o=$«o. (318) 

wie auch aus (315) zu ersehen. Wir wollen daher diesen 
Wert Uq den stationären Wert der Energie des Oszillators 
nennen; ihm nähert sich ü nach (316) flir wachsende Zeiten 
asymptotisch an. 

Nun besitze die Energie des Oszillators einen Wert, der 
nur noch wenig von dem stationären Wert Uq verschieden 
ist, d. h. 

U== U^-^-JU. (319) 
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Die kleine, positive oder negative, Größe A U kOnnen wir die 
Abweichung der Oszillatorenergie von ihrem stationären Wert 
nennen, sie ist zugleich ein Maß fbr die Gleichgewichtsstörung 
des ganzen betrachteten Systems. Dann wird aus (316] und (818): 

(320) ^ + 2<tpAü=-0 
und aus (315): 

(321) «'" = ff« + 4 sin* &^Aü, 



folglich, durch Entwicklung in eine TAYLOBSche Beihe und mit 
Vernachlässigung höherer Potenzen von AU: 

Fuhrt man dies in (817) ein, so ergibt sich, da: 
Jsin*&dii = ^, 

oder nach (320), mit Elimination des Zeitelements dt: 

Andererseits ist: 

dS==4i-dU 
und nach (319): 

dS (dS\ , ld*S\ .„ , 

Folglich durch Substitution die Entropieänderung des ganzen 
Systems, unter Vernachlässigung höherer Potenzen von AU: 

,m,..,-..[(i^).-(ii).+i(-).--(-)j..]. 

Da beim thermodynamischen Gleichgewicht die Temperatur der 
freien Strahlung gleich derjenigen des Oszillators ist, so folgt 
aus (136) und (199): 

/d2\ ^ fdS\ 
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und durch Differentiation dieser Gleichung, mit Bücksicht 
auf (818): 

[dSt^J." ^ [dlPJ/ 

Dadurch geht der Ausdruck (322) über in: 

indem der Wert von S aus (227) eingesetzt und der Index 
bei {/jetzt als überflüssig fortgelassen ist. 

Dieser Ausdruck stellt also die Entropievermehrung dar, 
welche in der Natur eintritt, wenn ein in einem stationären 
Strahlungsfeld befindlicher Oszillator, dessen Energie eine kleine, 
positive oder negative, Abweichung JU von ihrem stationären 
Wert U aufweist, die unendlich kleine Energieänderung dU er- 
leidet, natürlich auf Kosten bez. zugunsten der Energie des 
Strahlungsfeldes. Die Entropievermehrung hängt also außer von 
der Schvdngungszahl v nur ab von dU, JU und 27, nicht von 
dem Dämpfangsdekrement des Oszillators, und ist überdies, wie 
auch von vornherein einleuchtet, den Werten von dU und von J U 
proportional. Da sie stets positiv ist, so besitzen d ü und A U 
entgegengesetzte Vorzeichen, wie natürlich. 

§ 189. Denken wir uns nun, daß in dem betrachteten 
stationären Strahlungsfeld statt eines einzigen Oszillators eine 
beliebige Anzahl n mit dem bisher betrachteten ganz gleich- 
beschaffene Oszillatoren vorhanden sind, in denen sich während 
des Zeitelementes dt genau die nämlichen Vorgänge^ abspielen. 
Dann ist die Energie aller Oszillatoren zusammengenommen die 
Summe der Einzelenergien: nU=U^, ihre Abweichung von 
dem stationären Wert: AU^^n* AU, ihre Änderung im Zeit- 
element d/: dU^^ndU, endlich ihre Entropie, als Summe aller 
Einzelentropien: S^^nS. 

Die gesamte Entropievermehrung in diesem System, die 
wir mit d^ bezeichnen wollen, ist gleich dem n fachen des 
Ausdrucks (328), da sich n einander ganz gleiche Vorgänge 
gleichzeitig und unabhängig voneinander abspielen, also: 



^ natürlich nur bezüglich der Energien, nicht etwa in dem Sinne, 
daß die Schwingungen kohärent sind. 
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Die Integration dieser Gleichung ergibt ftür S gerade die- 
jenige Funktion von ü, welche in der Beziehung (239) aus- 
gedrückt ist, und die zum WiENschen Energieverteilungsgesetz 
führt Daher hielt ich eine Zeitlang jene Beziehung ftLr den 
allgemeinen Ausdruck der Entropie eines Oszillators der be- 
trachteten Art, und dementsprechend das Wien sehe Energie- 
▼erteilungsgesetz für das allgemeine Spektralgesetz, was auch 
die Messungen von F. Paschen zu bestätigen schienen.^ 

Erst die Versuche von 0. Lukmeb und E. Pbingsheim' 
haben gezeigt, daß das Wien sehe Energieverteilungsgesetz nur 
bedingungsweise gilt, nämlich dann, wenn die Strahlungsintensität, 
und daher auch die Ehiergie U, einen verhältnismäßig kleinen 
Wert besitzt Für größere Werte von U nähert sich dagegen, 
wie besonders deutlich aus den Messungen von H. Rubens 
und F. EüKLBAüM hervorgeht,' die Energiestrahlung merklich 
dem Bayleioh sehen Gesetz (§ 154], nach welchem statt der Be- 
ziehung (328) die folgende gilt: 

wie man unmittelbar aus der Qleichung (244) findet. 

Versucht man, die beiden in speziellen Gebieten, für kleine U 
und für große U, gültigen Formeln (828) und (829) in eine 
einzige allgemeinere zu vereinigen, so bietet sich als die ein- 
fachste Fassung die folgende dar: 

d^ S conBt 



dü^ U{ü + const)' 

welche mit (323) genau übereinstimmt und durch zweimalige 
Integration nach U zu der Gleichung (227) führt; denn die 
Abhängigkeit von der Schwingungszahl v ist ja durch das Wien sehe 
Verschiebungsgesetz (223) festgelegt. 



' F. Paschen, Sitzungsber. d. k. preuß. Akad. d. WisseDSch. 1899, 
p. 405, 898. WiED. Ann. 60, p. 662, 1897. 

' 0. LuMMBE und K Peimosueim, Verbaudlungen der Deutschen Physi- 
kalischen G^ellschaft 2, p. 163, 1900. Vgl. aber auch H.Beckmann, Inaug^ral- 
DiBsertation, Tübingen 1898. 11. Bübens, Wied. Ann. 60, p. 582, 1899. 

' H. BuBENS und F. Kublbaüm, Sitzungsber. d. k. preuß. Akad. d. 
Wissensch. vom 25. Oktober 1900, p. 929. 
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Dies ist der Weg, aaf welchem die Beziehung (227) und 
das dadurch bedingte Strahl ungsgeseU (234) urspningUch ge- 
funden wurde. 

§ 100, SchluB. Die hier entwickelte Theorie der irre- 
versibeln Strahlungavorgänge gibt eine Erklärung dafür, wie in 
einem durchstrahlten, von Oszillatoren aller möglichen Eigen- 
schwiijgnngeii erfüllten Hohlraum bei beliebig angenommenem 
Änfangsznstand sich mit der Zeit ein stationärer Zustand her- 
stellt, indem die Intensitäten und Polarisationen aller Strahlen 
sich nach Größe und Richtung gegenseitig ausgleichen. Aber 
die Theorie läßt noch eine wesentliche Lücke. Denn sie be- 
handelt nur die Wechselwirkungen zwischen Strahlen und 
Oszillatorschwingungen der nämlichen Periode, Für eine be- 
stimmte Schwingungszahl ist die vom zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik geforderte Vermehrung der Entropie bis snir 
Erreichung des Maximalwertes in jedem Zeitelement auf rein 
elektrodynamischem Wege nachgewiesen. Aber für alle Schwin* 
gungszahlen zusammengenommeu bedeutet das so erreichte 
Maximum noch nicht das absolute Maximum der Entropie des 
Systems^ und der entsprechende Strahluiiigszustand bezeichnet 
im allgemeinen nicht das absolut Btahile Gleichgewicht (rgh 
§27). Denn darüber, wie sich Strahlungsintensitäten, die ver- 
schiedenen Schwingungszahlen entsprechen, gegenseitig aus- 
gleichen, wie sich also aus einer anfangs Torhandenen behehigen 
spektralen EnergieTerteilung mit der Zeit die normale, der 
schwarzen Strahlung entsprechende Energieverteilung entwickelt, 
erteilt diese Theorie keinerlei Aufschluß, Die hier der Be- 
trachtung zugrunde gelegten Oszillatoren beeinflussen eben nur 
die Intensitäten der Strahlen, die ihrer Eigenschwingung ent- 
sprechen, sie vermögen aber nicht, deren Schwingutigszahlen zu 
verändern, solange sie keine anderen Wirkungen ausüben und 
erleiden als daß sie strahlende Energie emittieren und ab* 
sorbieren.^ 

um einen Einblick in diejenigen Vorgänge zu erhalten, 
durch welche sich in der Natur der Austausch von Energie 
sswischeu Strablen verschiedener Schwingungszahlen vollzieht, 
bedürfte es jedenfalls auch der Untersuchung des EinÖusses, 



* VgL P, EHBEK7BST, Wien* Ber. U4 [Sa], p. 1301, 1906, 



Verzeichnis 221 



welchen eine Bewegung der Oszillatoren auf die Strahlungs- 
Yorgänge ausübt Denn sobald die Oszillatoren sich bewegen, 
kommt es zu Zusammenstößen zwischen ihnen, und bei jedem 
Zusammenstoß müssen Wirkungen ins Spiel treten, welche die 
Schwingungsenergie der Oszillatoren noch in ganz anderer und 
in viel radikalerer Weise beeinflussen, als die einfache Emission 
und Absorption strahlender Energie. Das Endresultat aller 
derartiger Stoßwirkungen läßt sich allerdings mit Hilfe der im 
vierten Abschnitt angestellten Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen 
voraussehen ; wie im einzelnen und in welchen Zeiträumen aber 
dies Eesultat zustande kommt, dies zu lehren wird erst die 
Aufgabe einer künftigen Theorie sein. Von einer solchen Theorie 
sind dann sicherlich auch weitergehende Aufschlüsse über die 
Konstitution der in der Natur vorhandenen Oszillatoren zu er- 
warten, schon deshalb, weil sie jedenfalls auch eine nähere 
Erklärung für die physikalische Bedeutung des universellen 
Wirkungselements h (§ 149) bringen muß, welche der des elektri- 
schen Elementarquantums sicherlich nicht nachsteht. 
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BOLTZMANN, L, Vorlesyngen Über die Printipe der Mechanik, l 7 eil: [X, 
241 S] 1897. M, 6.—, geh. M* T,-. 

IL Teil, eiithaltf^nd : Die Wirltungsprindpef die Lagrangeichen Gleichungen 
und deren Artwendungen. |X, 336 S. m. 10 Fig.] 1904. M, 9.—, geh* M* 10*— • 

CHfMSTIANSEN.MÜLLER, Elemente der theoretischen Physik, von Prüf. O. Cbri- 
atiansen in Kopenhagen ^ deutsch hemusgegehen yovk Dr. Johannas 
MUller in Bremen, Zweite, verbesserte und erweiterte Auflage. [Xn, 
532 Seiten mit 160 Figuren,] 1903* M, 10,—, ^b, M. IL—, 

Kb wird lu deti b«teillgtx>n Kreisen mtt Freud« bei^QM werden , djüi toti dorn Tor- 
treffllcben Bucb» eine oeue Auflage erflcblen. Da dieBelbe erweitert und bedouiend Ter> 
bMBerl iBt^ wird ile noch pöBare V&rbreUung 0ndea ala die erfit« Auflage. Dl» Jjttnget] 
PhyBtker und Silatbeiuatikair werd^D durch doa Bucb böl Ihren Studleu veaetatUeh gef&rdart, 

CLAtJSiUS, R., Üie PotentiaUunktion und das FotenliaL Ein Beitrag ziLr tnathe- 
matiscben Physik, 4. vermehrbta Auflage, S^* 1 178 Seiten.) 1885, M. 4,— . 

FISCHER, Viktor, Grundbegriffe und Grundgleichungen der Mathematischen fiJatur- 
wissenschaft* [Vlil, 108 Seiten mit 12 Fig.] 1906. M* 4.50. 

Bcr ^weck dies«« Buchf^a Ut, rloe allg««aeia gl^lüfe ElatoQang der pbjilkall-icbeo 
Begrlif« 3(a treffen« daa tbnea Üemelnsame berTorsubebea und £u colg^a^ wie «te alle la 
jirleleker Wel^e dem seilten Erbmltungüprlnzlp unterworfen ilnd. Zur Br1Int4>futig: werden 
BelBplet« aiM Teracbiedftnftti tJebleieo d©r Physik berangctopfoit. Ea wird auch 1nin)^r be- 
tont. In welcher Richtung die wollorc lilutwlckhiuffimög] ich teil der GriindglelcbuiigtiD liegte 

FISCHER, ViKTOR, Vektordifferentiation und VektorinteQratJom 8°. [VI, 82 S* 
mit 20 Figuren.] 1904. M, 3,—, 

Dfese Arboit InX daddrcb entBlanden. daO der Autor rerBucbte^ aleh mr einige 
Opermtlonefi der Differential* und Integral rachoung in der Vcktoranalf »e «In geomctrlftchea 
Bild EU TerBebaden. D^beJ wurde er Kuulch«t auf die TJnterBUchuQgea de« DifTei^nlUK 
Quotienten dncB Vektors nach einem Andern Vektor gefttlirL Aus dieaer lürgab Blcti eino 
■llsBmeljiero AnIfutuDg d« DlfTeren^lAlquotluntQU. Die enth alten «n AitsdrDcko liedea alob 
aqota durcb elnfseb« geemetrl^cbe Kanstrukttenen bestimmen und ei-tdatteo b«i disr An* 
weudoiif auf pfafsikaliecbe Belsplde eiu« klare Bedeutung. 






Yerlag von Johann AmbrosiilS Bartb in Leipzig. 



GARBASSÖ. A.. Vorlesungen Über IhearaUsche SpeMreskople. [YIII, 256 Seiten 
mit 65 Fi^.J 1906. M. T,— , geb. M. 8.— . 

Prot G. in GonuB, sId SchDler Toa Helmbolt^t hat In 20 Tarieautigeii dA« gaa«« 
Oebi«t äei- 8pektr<Mifcopia uad Öf^ektraJntialfAO, Mwelt d« bU jetst dor TlicorJe tugln^LlcU 
vsrüii, behandelt t wobei er gich brsopderv auf plijrslkilisch g}ii deflDftfrt« Yct)-ntalliuig:f;n 

GIBiS, L Willard, Elementare Grundlagon der statistischen Mechanik^ entwickelt 
besonders im Hinblick auf aine rationelle BegtunduDg der Thermodjnamilc. 
Beutöflibeiirb. V- Ernst Zormelo. [X!, 21 GS.] 1905. M* 10.— , gab. M. 11.— . 
Dos letEto Wiark doa JDn^t vef9(art>enen Hm«rJkAulBcii«ia Pbf JÜcers virc! blerixill decu 
d«nticben PubLiktim lu <*lüeT guten Üb«jrfl«tzung g«bot«[t. Es ist der erste Veraucfa ^ die 
■tatlBti»cheii und di^ W ah rBchGidllcbkeltsbet riebt uugwi to dor Mecbanlk, wie tie niif t^t- 
flcliledenea Gebieten der Phyaikt nimentlldiaber tn derkiDfltlJcheu GA^Eh^ii« upc^otbchrlich 
«lüdf kinabhangif VDi^ Hu-em Auveiidiiopgtliiet auf BlcbererGruadUge mftthBtriatJiicb atrfing 
£u üntwkkelo. 

GRÜNBERO, V., Hypothese zur Thermodynamik. Verauch einer leicht faüücbeu 
Darstellung ^iaig&r Pfinzlpe der MelekulftrtUeqrie in II Zufmiiidelegimg 
der Kepler» ühen Gesetze fiir die Plane tenbewe^cmg. [TI^ TS Seiten mit 
10 Fig. lind 7 Tab.] 190a. M. 3.—. 



H 



AM1LT0N, W. ROWAN, Element« der Quaternionen. 
2 Bände. 8^ IÖ82-84. 



Deulech Ton Dr, Patil Gjan, 
M. 34.—. 



H 



ELMHOLTI, H. v*, Vorlesungen über theoretische Physik. In 6 Bänden, 

L Band. 1, Äbtlg'.: Emloitung ^n den Vorlestingen über theoretisch© 

Pbvflik, herau^gegeb^ti von Arthur Künig und Carl Bunge, 

[Viu, 50 S. mit 1 Portrfit.] 1908. M- S.— , geh, M- 4.50. 

I. UAnd, 2. Abttg^: Dynamik diskreter Massenpunktei heraufigegeben 

von Otto Krlgar-MenzeL [X, 380 S. mit 21 Fig.] 1898. 

M. 15.—, ^eb. 51. 16,50. 
II. Band: Djnamlk kontiauierllch verbreiteter Massen ^ herausgegeben 
von Otto Krigar-Menzel. [Vllf, 248 S. mit Fig.] im2. 

M. 13.—, geb. M. 13.50. 

III. Band: Matbematltscbe Pnncipien der Akustik, berausgegeben von 

Arthur König und Carl Runfe. [X.IV, 256 8. mit 21 Fig.] 

189S. M. 12.-, geb. M. 1S.50. 

V* Band; Elektromagnetische Theorie des Lichten», herausgegeben von 

Arthur König und Carl Runge. [XII, 370 8. mit 54 Fig.] 1897. 

M. 14.—, geb. M. 15.50. 

VI. Band: Tbeorie der Wilrme, herausgegeben von Franz Richar«. 

[Xn, 418 S. mit 40 Fig.] 1903. M. 16.—, geb. M. 17.50. 

Band IV iolj bald jblg&g. 

HELMHOLTZ, H. v., Wissenschaftliche Abhandlungen. 3 Bände. [Mit 2 Pertr&tä 
und 8 lithographischen Tafeln, in Leinen gebunden unbeschnitten.] M. 58.^. 
(L Band VlII, 938 Seiten. 1882. M. 2Ö.— . II. Band VIII, 1021 Seltea. 
1883, M. 20.—. lll. Band XXXlX, 654 Seiton. 1895. M. IS.—.) 
Dk wliecnBcbafT lieben Arbeiten toq Frc]Enb«>)t« düd von bctrltcbillch?iu Eibfloß mf 
den EntwiekeiungflgiBg der tbcioretlichen Phjilk mudrer Z<rtlt ^cwman. DutüH die Var- 
einlgtinj; d^ Rainer ZeÜ Als Eip^cKIrurk« oder In TerBCblcdenen wisHCnE^ehEiftlTrbcn ^It- 
»cbrlftcn erschlftneDjen Arb«ltea In gIdchmAGIgiiin mfrdernoD WJQdembdruck werden d!«- 
■aLbflp der wlinenacbaftLlisbcii Well begueii] tugäügikb gemacht. 

HERTZ, H., Gesammelte Werke. Band I. Schriften vemnächten Inhalts. 
[XIX, 368 Seiten mit vielen Fi^., 1 Tafel] Eitileltung von Ph. Lenard 
u. Portrftt des V^rt 1895, PrelrM. 12.—, Band II. üntersucbungen üb. 
die Ausbreitung der ekktr. Kraft. fVIlI, 296 S. m. 40 Fig.] 2. Aufl. 1895. 
M. 6.^. Band III. Die Prinzipien der Mechauik in neuem Zunammen- 
hange dargestellt. Mit einem Vorwort von H, v. Uetmhelts. [XXIX, 
312 S.] 1804. M. 12.—. In Halbfrauz gebunden joder Band M. 1.50 mehr. 
DttA [jQbehBwerk dea IrQb dAblageg&iigpnii^n Gelohrtou liegt Im den Tont^ab^nden 
drei Band^p abgc^chloBaon Tor. Ja m«br m^ä ilch tu dl& ii;olni¥ ollen und klu-en 1>iir- 
etellungcn TArsetikt, um lo mehr bedKnert inan^ d«a dir TckI mIhoiu Wirken ein «o knn«« 
Ziel gesteckt bat. 
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